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КОЛИВАНЬ РІЗНИХ ТИПІВ 

 
В статье рассматриваются методы расчета и 

оптимизации конструкций с динамическими гасителями 
колебаний. Представлены дискретно-континуальные 
модели динамики системы: удлиненный элемент – 
динамический гаситель колебаний. Получены алгоритмы 
уменьшения вибрации удлиненных элементов при помощи 
динамических гасителей колебаний пружинного и 
маятникового типов.  

 
The paper deals with the methods of calculation and 

optimization of constructions with the dynamic vibration absorbers. 
The discrete-continue models of dynamic system: elongated 
element – dynamic vibration absorber are offered. The algorithms 
for vibration decreasing of elongated elements by means of 
dynamic vibration absorbers of the elastic and pendulum type are 
received. 

 
  

Вступ. Важливим питанням розробки 
сучасних машин є зменшення вібрації. 
Традиційні методи віброізоляції часто стають 
недостатньо ефективними, особливо для 
такого класу машин як обприскувачі з 
великогабаритною штангою та або пожежних 
машин з великогабаритною стрілою. 
Ефективним у даному випадку може стати 
застосування динамічного гасника коливань 
(ДГК).  

1. Постановка проблеми. Подовгасті 
елементи таких колісних машин як пожежні 
машини, штангові обприскувачі, усякі крани,  
пересувні бурильні установки тощо відіграють 
значну роль як в технологічних процесах так і у 
визначенні ресурсних можливостей даного 
класу машин. Наприклад, стріла пожежного 
автопідйомника або штанга обприскувача є 
його основними частинами.  Конструкції  стріли 
або штанги особливо впливають на основні 
характеристики машини, зокрема на її 
функціональність, матеріалоємність та 
довговічність. У цей же час такі елементи  
достатньо часто руйнуються внаслідок 
перевантажень. Отже, оптимізація конструкції 
подовгастого елемента часто є головним 
кроком в процесі оптимального проектування 
машини.  

2. Аналіз останніх досліджень. У 
динаміці складних машинобудівних конструкцій 
багато уваги приділяється методам конденсації 
систем рівнянь високого порядку, які 
охоплюють широкий частотний спектр [1-6].  

Динамічні гасники коливань (ДГК) широко 
застосовуються в техніці [7-15]. Під час 
широкого частотного спектра зовнішніх 
збурень, зумовлених різноманітними 
чинниками, можливе виникнення резонансних 
коливань. Тому актуальними стають дискретно-
континуальні моделі [9-15], які враховують 
гнучкість елементів конструкції, особливо, 
гнучкість великогабаритних подовгастих штанг 
обприскувачів, стріл пожежних машин, веж 
пересувних бурових установок тощо. У [4,5] для 
формування конденсованих моделей 
подовгастого елемента застосовувалася 
технічна теорія стержнів і враховувалася 
міжсекційна податливість. У [9] 
застосовувалася теорія балки Тимошенка 
змінного перерізу.  

У зарубіжних дослідників значну увагу 
викликають задачі взаємодії стержнів із 
зосередженими елементами. Останнім часом, 
було опубліковано ряд статей [16-19] на цю 
тематику. Зокрема, в [16] розглянуто метод 
передавальних матриць [3] у застосуванні до 
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згинних коливань балки Ейлера із 
зосередженими масами. У [17] на основі 
частотного методу, розглядаються балка 
Ейлера з приєднаним дискретним елементом – 
ДГК [1,2]. Цікавий малопараметричний 
модальний метод [2] запропоновано в [18]. У 
[19] розглянуто варіант методу передавальних 
матриць, який названо «метод континуальних 
елементів» для балки Тимошенка. Відмітимо, 
що при розв’язуванні задачі динамічного 
контакту не точкового твердого тіла зі стержнем 
можливі помилки, зокрема в роботі  [20] 
неправильно задані умови спряження тіла зі 
стержнем, на що вказано у листах до редакції 
[21,22], а в [23] наведено правильний розв’язок 
цієї задачі.  

В інженерних розрахунках для аналізу 
таких задач звичайно застосовують метод 
скінчених елементів (МСК). Проте на основі 
цього методу отримують багатопараметричні 
розрахункові схеми, які важко аналізувати. У 
[24-28] запропоновано адаптивний метод 
розрахунку складних машинобудівних 
конструкцій з використанням МСК на 
початковому етапі для визначення форм та 
частот коливань елементів конструкцій, які 
моделюються континуальними схемами. Цей 
спосіб дозволяє отримувати малопараметричні 
доступні для аналізу моделі.  

2. Постановка задачі. Розглянемо 
достатньо просту розрахункову схему 
консольного стержня змінного перерізу з ДГК 
(рис.1, розглянемо двосекційну розрахункову  
модель.  

 

 
Рис.1. Розрахункова схема коливань 

двосекційної штанги обприскувача з ДГК 
 
Тут Si – секції, Кі – пружини, Сі – демпфери. 

Кінематичні гіпотези візьмемо для 
подовгастих елементів секцій стержня у вигляді 

 
        ., 022120111 UxYtqWWUxYtqW 

 (1) 
Рівняння динамічної рівноваги одержано 

у вигляді системи рівнянь на qi   та переміщення 
ДГК.  
 

bqKqM      (2) 
 

Тут  TAqqqq ,, 21 – вектор невідомих., 
М – матриця мас, К – матриця жорсткості, b – 
вільний член.  

На мові Фортран складено комплекс 
програм для аналізу цієї системи. Матриця мас 
є сумою двох матриць третього порядку – 
матриці мас стержня та матриці маси ДГК   

As MEMaMM * ,  (3) 
де елементи першої будуть у звичному порядку 
(перерахуванні по рядках) 
 
      EM111(1) = (EM1 + EM2) * (EL1+EL2)**2. / 3. 
      EM111(2) = EM2 * (EL1*EL2/2. + EL2**2./3.) 
      EM111(4) = EM111(2) 
      EM111(5) = EM2  * EL2**2./3, 

 
а елементи другої: 
 
        EMA(1) =(EL1+ELa)**2. 
        EMA(2) = (EL1+ELa)*ELa 
        EMA(3) = EL1 + ELa 
        EMa(4) = EMa(2) 
   EMA(5) = ELa**2. 
        EMa(6) = ELa 
        EMa(7) = EMa(3) 
        EMa(8) = EMa(6) 
        EMa(9) = 1. 
 
Тут Emi, ELi – відповідні маси та довжини 
(перша буква Е призначена виділити їх 
специфікацію як дійсних чисел у Фортрані).  

Якщо згрупувати другий і вільний член з 
[2] у правій частині, отримуємо рівняння  
 

FqM  ,   (4) 
де 
 
FF(1) = - Epr1 * (YSS(2) + Demp1*YSS(1) )-Fa(1) 
FF(2) = - Epr2 * (YSS(4) + Demp2*YSS(3) )-Fa(2)  
FF(3) =  EK*(Wa-Xm) +DEMPA*EK*(Wap-Xmp); 
 
Wa = YSS(2)*(EL1+EL2) + YSS(4)*EL2  
Wap = YSS(1)*(EL1+EL2) + YSS(3)*EL2; 
 
Fa(1)=EK*(Wa-Xm)*(EL1+EL2) * + 
EK*DEMPA*(Wap-Xmp)*(EL1+EL2) 
Fa(2)=EK*(Wa-Xm) * EL2 
* +EK*dempA*(Wap-Xmp) * EL2. 
 
Тут  YSS(і) – вектор невідомих 6-го порядку (3 
переміщення  і 3 швидкості).  
 

3. Числовий аналіз. 
3.1. ДГК з пружним елементом. Для 

числового дослідження була вибрана  
конструкція з такими параметрами: 
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0.500e+03      EL1 
0.500e+03      EL2 
0.300e+03      ELa 
0.100e+03     EM1 
0.500e+02      EM2 

0.500e-00   EMa        Zminne 
0.100e+01    Epra       Zminne 
0.150e-00    Dempa  Zminne 

EM1*0.156e+02      Pr1 
EM1*0.143E+03      Pr2 
0.300E-01       Demp1 
0.300E-01       Demp2. 

 
Дані наведено у сантиметрах та 

кілограмах. (зокрема, крутильна жорсткість 
кореневої пружини дорівнює Pr1= 
EM1*0.156e+02 кГсм/рад). 

 
Функції Yі в (1) вважалися лінійними 

 
           xyxY ii  .   (5) 

 
Якщо помножити (4) на матрицю 

обернену до матриці мас, то отримуємо 
систему рівнянь у нормальній формі 
 

FMq 1


  .       (6) 
 

У системі (2) або (4) звичайних 
диференціальних рівнянь потрібно задати 
початкові умови та зовнішнє збурення. Задамо 
статичне початкове відхилення при нульовому 
збуренні. Як критерій ефективності ДГК 
виберемо порядок затухання коливань кінця 
стержня у вигляді 
 

21(max
10

LLWF tttc                (7) 
 

На рис. 2. наведено цей критерій при       
t0 =3c. Як змінні розглядалися маса ДГК та 
жорсткість пружини ДГК. Демпфування 
задавалося рівним 0.15 Нс/м.  На рис. 3. 
показано характер затухання коливань при 
наявності та відсутності ДГК 
 

3.2. ДГК маятникового типу. 
Розглянемо ДГК маятникового типу. Маса ДГК 
тепер замість пружного елемента приєднана на 
маятниковому підвісі. На основі цього ж 
принципу, як було зазначено вище,  сформуємо 
вирішуючу систему рівнянь.  Візьмемо випадок, 
коли маятниковий ДГК приєднаний до крайньої 
секції штанги пружиною. Якщо розглянути ДГК 
маятникового типу безпосередньо приєднано 
до стержня, то матриця мас стає виродженою і 

у цьому випадку неможливо застосувати 
формулу (7). Вектор невідомих буде  
 

 TmA qqqqq ,,, 21  
Матриця мас буде сумою попередньої 

матриці (3) та додаткової матриці. 
На рис. 2 показано ефективність 

застосування ДГК залежно від його маси і 
жорсткості пружини, а на рис. 3 показано 
характер затухальних коливань з оптимально 
вибраним ДГК та без нього. 
 

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24

Ka, kg/cm

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

22

M
a,

 k
g

 
   

Рис. 2. Ефективність ДГК  залежно від 
його маси та жорсткості пружини 

 

 
 

Рис. 3. Характер затухання коливань з 
оптимальним ДГК та без ДГК (Ма=0) 

 
матриці 
 
      EMMaj(1,1) = (EL1+EL2)**2. 
      EMMaj(1,2) = (EL1+EL2)*EL2 
 EMMaj(1,3) = (EL1+EL2) 
 EMMaj(1,4) = (EL1+EL2)*ELm 
      EMMaj(2,1) = EMMaj(1,2) 
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      EMMaj(2,2) = EL2*EL2 
 EMMaj(2,3) = EL2 
 EMMaj(2,4) = EL2*ELm 
      EMMaj(3,1) = EMMaj(1,3) 
      EMMaj(3,2) = EMMaj(2,3) 
 EMMaj(3,3) = 1. 
 EMMaj(3,4) = ELm 
      EMMaj(4,1) = EMMaj(1,4) 
      EMMaj(4,2) = EMMaj(2,4) 
 EMMaj(4,3) = EMMaj(3,4) 
 EMMaj(4,4) = ELm**2. 
 

majm MEMmMM * .   (8) 
 
Тут Elm – довжина маятника.  

Права частина четвертого  рівняння 
системи (4) буде  
 
      FF(4)=  - EMm*ELm*980.*(sin(YSS(8)) 
+DEMPA*YSS(7),  
 
а попередні не зміняться. На рис. 4. наведена 
аналогічна, як і вище, карта рівнів функції Fc . 
ДГК пружинного типу був заблокований 
значенням його пружного елемента              
(Ека = 100кГ/см). 
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Рис. 4. Ефективність маятникового ДГК у 
залежності від його маси та довжини 

 
На відміну від попереднього випадку тут є 

дві зони мінімальних значень.  
Виявляється, якщо в критерії (8) замість 

30 t  необхідно взяти 7,10 t , то отримуємо 
саме значення із вищої зони коливань (див. 
рис.5.) На рис. 5. наведено характер коливань 

 

 
Рис. 5. Характер затухання коливань з 
маятниковим ДГК (найтовстіша крива 

відповідає часу відліку 7,10 t ) 
 

3.3 Вплив демпфування. Розглянемо 
вплив демпфування в ДГК на його 
ефективність. Розглянемо менш жорсткий 
стержень (візьмемо Pr1= EM1* 0.156e+01; 
Pr2=EM1*0.143E+02). Інші такі ж самі як і у 
підрозділі 3.1.  На рис.6,7 наведено карти рівнів 
затухання при різних масах ДГК. 
 

 
Рис. 6. Ефективність ДГК у залежності від 

жорсткості та демпфування в його 
пружному елементі (Ма=3кг) 

 

 
Рис. 7. Ефективність ДГК у залежності від 

жорсткості та демпфування в його 
пружному елементі (Ма=10кг) 
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Тут по осі абсцис відкладено власну 
частоту коливань ДГК (залежна від жорсткості 
пружного елемента та його маси, 

ma
kgEka




2
1

). 

По осі ординат відкладено коефіцієнт в’язкого 
демпфування  .у комплексній величині 
жорсткості  iEK kac  1 . 

4. Дискусія. Запропонована  розрахункова 
схема взаємодії континуального елементу з 
дискретними, яка відмінна від класичних. 
Звичайно, континуальний елемент 
моделюється за допомогою мас з’єднаних 
пружними елементами. Тут замість мас 
розглядаються подовгасті жорсткі масивні 
елементи.  Тобто, замість дискретизації маси 
застосовано дискретизацію пружних 
властивостей. Якщо жорсткість секцій стержня 
значно переважає жорсткість з’єднувальних 
елементів, то ця схема може застосовуватися 
прямо. Якщо ж секції достатньо гнучкі, то, 
аналогічно, як при дискретизації маси, ми 
можемо додати послідовно деякі пружні 
величини до пружного з’єднувального 
елемента. Звичайно, ця задача вимагає 
окремого дослідження. Але в результаті ми 
отримуємо ефективну малопараметричну 
розрахункову схему, де можна легко 
проаналізувати вплив параметрів конструкції на 
її динамічну поведінку. Звичайно, приведений 
тут випадок кінематичного початкового 
навантаження не вичерпує всього спектру 
динамічних навантажень, що діють на 
подовгасті великогабаритні елементи машин. 
Проте, і складніші випадки вібраційного 
навантаження можна аналізувати на основі 
таких простих схем. Для цього достатньо 
попередньо ідентифікувати мале число 
параметрів, чи то на основі уточнених 
математичних моделей (наприклад, 
застосовуючи МСК) або на основі 
експериментальних даних. У цьому плані 
алгоритм моделювання може виглядати так: 
(рис.8) 

 

 
 

Рис. 8. Схема моделювання системи: 
гнучкий елемент – ДГК 

Висновки. На основі достатньо простої 
розрахункової схеми проаналізовано 
ефективність застосування ДГК для зменшення 
коливань стержня змінного перерізу при 
кінематичному імпульсному навантаженні. 
Запропоновано алгоритм знаходження 
оптимальних параметрів ДГК та отримано 
границі їх значень. Одержано чіткі границі цих 
параметрів як для ДГК з пружним елементом 
так і для ДГК маятникового типу.   
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