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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЗАЛЕЖНОСТІ ПУСКОВОГО МОМЕНТУ АСИНХРОННОГО 

ДВИГУНА ВІД ПОЧАТКОВОГО КУТОВОГО ПОЛОЖЕННЯ РОТОРА 

 

Граняк Валерій Федорович, к.т.н., доцент 

Дудник Володимир, студент 

Вінницький національний аграрний університет 

 

Valerii Hraniak, Ph.D. of Eng., Associate Professor 

Volodymyr Dudnyk, student 

Vinnytsia National Agrarian University 

 

Актуальною тенденцією останніх десятиліть є зростання ролі автоматизованого 

електроприводу, побудованого на основі асинхронних електродвигунів. Ця пов’язано, як з розвитком 

теоретичних підходів, що дозволяють з високою точністю промоделювати поведінку останніх, так і з 

суттєвим підвищення надійності та зниженням собівартості силової напівпровідникової техніки, що у 

свою чергу дозволило покращити експлуатаційні характеристики та зменшити собівартість таких 

систем в цілому. Наслідком такої тенденції є те, що асинхронні двигуни все частіше знаходить 

застосування не лише у класичних для себе системах електроприводів з легкими умовами пуску, а й усе 

частіше застосовуються в тягових електроприводах та електроприводах з великими пусковими 

моментами, що традиційно реалізувалися на базі двигунів постійного струму. Зазначена обставина 

призводить до появи додаткових технічних труднощів при проектуванні та експлуатації асинхронних 

електродвигунів, що пов’язано з особливостями їх природніх механічних характеристик, що мають дещо 

занижене значення пускового моменту. І хоча цей недолік може бути усунутим шляхом збільшення запасу 

потужності двигуна при проектуванні електроприводу, про те таке компромісне рішення матиме 

істотні недоліки, пов’язані з зменшенням ККД та підвищенням собівартості електроприводу в цілому. Це 

є очевидним, що зазначена обставина обумовлює необхідність подальших теоретичних досліджень, 

спрямованих на покращення пускових характеристик асинхронних двигунів. 

Враховуючи сказане, на сьогоднішній день асинхронний двигун залишається найбільш поширеною 

електричною машиною, яка використовується в різних сферах діяльності. При чому частка асинхронних 

двигунів, що застосовуються в промисловості, швидко зростає, а сфера їх використання постійно 

розширюється. А. отже, розробка математичної моделі залежності пускового моменту від кутового 

положення ротора, що в перспективі дозволила б покращити пускові характеристики асинхронних 

двигунів, є актуальною науково-прикладною задачею, що має значну практичну цінність. 

У статті отримано рівняння залежності пускового моменту асинхронного двигуна від 

початкового положення його ротора, що дає змогу з урахуванням конструктивних особливостей АД, 

однозначно розрахувати значення механічного моменту, який виникає на валу двигуна при його запуску з 

номінальною напругою живлення. Отримано математичну залежність відхилення пускового моменту АД 

від початкового кута повороту ротора, що може бути використаною у якості поправочної 

математичної моделі системи керування АД. Здійснено моделювання залежності моменту асинхронного 

двигуна від початкового положення його ротора, що дало змогу підтвердити адекватність отриманої 

математичної залежності. Показано, що зміна пускового моменту при повороті ротора АД відбувається 

за синусоїдальним законом. Теоретично доведено, що відхилення пускового моменту при різних початкових 

кутових положеннях ротора можуть досягати ± 6,5 % від номінального. 

Ключові слова: асинхронний електродвигун, пусковий момент, кут повороту, магнітний 

потік, математична модель, ротор, статор. 

Ф. 29. Рис. 2. Табл. 1. Літ. 14.  

 

1. Вступ 

В останні десятиліття відзначається стійка тенденція до зростання ролі та поширення 

електроприводів, у тому числі і автоматизованих, що виконані на базі асинхронних електродвигунів (АД). 

Причиною цього є як стрімкий розвиток напівпровідникової техніки та силової електроніки, так і 

подальший активний розвиток теоретичних засад керування асинхронними двигунами [1]. У зв’язку з цим 
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на сьогоднішній день можна впевнено констатувати, що АД зайняли стійку нішу як у традиційних для них 

системах електроприводів з малими пусковими моментами, так і у електроприводах з важкими умовами 

пуску, в тому числі і тягових електроприводах, що традиційно реалізовувалися на основі двигунів 

постійного струму [1, 2].  

Зазначена ситуація значною мірою визначає і технічні вимоги до таких електроприводів, що 

мають забезпечувати можливість підтримання стабільно високих прогнозованих значень пускових 

моментів, що були б співрозмірними (а подекуди і перевищували) номінальні статичні моменти 

навантаження. Тож є очевидною необхідність подальшого розвитку теоретичних методів розрахунку 

пускових моментів, що дали б змогу оцінити та спрогнозувати, а подекуди і поліпшити, пускові 

характеристики АД, що у свою чергу дало б можливість як зменшити собівартість системи 

електроприводу шляхом зменшення запасу потужності двигуна, так і підвищити стабільність та 

економічність його експлуатації. 

Тож виходячи з сказаного є очевидним, що розробка математичної моделі залежності пускового 

моменту від кутового положення ротора, що в перспективі дозволила б покращити пускові 

характеристики АД, є актуальною науково-прикладною задачею, що має значну практичну цінність. 

 

2. Постановка проблеми 

Пусковий режим роботи АД є одним з найбільш важких режимі роботи, так як передбачає 

короткочасне функціонування електричної машини у режимі короткого замикання, що 

супроводжується підвищеними струмами у полюсних обмотках. Іще одним істотним недоліком АД, 

що проявляється особливо гостро при запуску виробничого обладнання, яке передбачає значні пускові 

статичні моменти навантаження, є істотно менше значення пускового моменту для асинхронної 

машини у порівнянні з її критичним моментом та його залежність від початкового положення ротора 

електричного двигуна [2-4]. 

Тож, враховуючи зазначені технічні особливості, а також згадану вище тенденцію до зростання 

ролі автоматизованого електроприводу, побудованого на основі асинхронних електродвигунів, є 

очевидною необхідність розробки чіткої математичної моделі, що дозволила б теоретично оцінити 

значення пускового моменту АД для різних можливих початкових кутів повороту його ротора.  

 

3. Аналіз останніх досліджень та публікацій 

Електромагнітний момент M, що розвивається асинхронним двигуном в процес роботи, в 

загальному випадку може бути представлений, як [3, 4]: 

 
0 ,eM M M   (1) 

де Me – електромагнітний момент, що розвиває асинхронний двигун; M0 – втрати моменту за 

рахунок тертя. 

Враховуючи те, що під час пуску ротор ДА знаходиться у стані спокою, тобто тертя кочення у 

підшипниках відсутнє, для пускового режиму роботи вираз (1) може бути записано, як: 

 .eM M  (2) 

В такому випадку, з урахуванням (2), буде справедливим співвідношення [4, 5]: 

 
1 2 2 2 2 2( ) cos( ),M m E I        (3) 

де ω1 – циклічна частота струму в обмотці статора; ω2 – циклічна частота струму в обмотці 

ротора; m2 – кількість фаз обмоток ротора; Е2 – ЕРС нерухомої обмотки ротора; I2 – струм ротора; 

ψ2 – кут зміщення фази роторного струму відносно струму статора. 

Враховуючи те, що ЕРС нерухомої обмотки ротора може бути визначена, як [4, 6]: 

 
2 2 1 24,44 ,E w Ф k      (4) 

де w2 – кількість витків обмотки ротора; k2 – обмотувальний коефіцієнт ротора; Ф – магнітний 

потік, генерований обмоткою статора. 

Тож, враховуючи (4), та виразивши різницю кутових частот струмі через ковзання, вираз (3) 

може бути представлений у наступному вигляді: 

 
1 2 2 2 2 2 24,44 cos( ),M s m w Ф k I             (5) 

де s – ковзання АД. 
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Враховуючи, що мова йде саме про момент пуску АД, коли через статор протікає електричний 

струм з номінальною частотою а його ротор знаходиться у нерухомому стані, тобто s=1, останній вираз 

може бути записаним у вигляді: 

 
1 2 2 2 2 2 24,44 cos( ).M m w Ф k I            (6) 

Тоді вираз (6) може бути перетворено, як: 

 2 2 2 2 2 2
2 2

1

4,44 cos( )
cos( ).

m w Ф k I
M С Ф I

 




      
      (7) 

де С – стала двигуна, що залежить від його конструктивних особливостей та визначається за 

формулою: 

 2 2 2 2

1

4,44
.

m w k
С





   
  (8) 

В свою чергу, враховуючи що потужність електричних втрат в обмотці ротора АД може бути 

визначеною, як [3, 4, 6]: 

 
2 2 2 2 2cos( ),елP m E I      (9) 

електромагнітний момент на валу може бути визначено: 

 2 1 .елM P s    (10) 

Врахувавши, що втрати потужності можуть бути визначені за відомим законом Джоуля-Ленца, 

запишемо: 

 
' 2 '

2 1 2 2( ) ,елP m I r    (11) 

де 
'

2I  – приведений струм ротора; 
'

2r  — приведений опір ротора; m1 – кількість фаз статора. 

Для подальших розрахунків скористаємося стандартною Г-подібної схемою заміщення АД 

[4, 7], наведеною на рис. 1 

 
Рис. 1. Г-подібна схема заміщення АД 

 

У відповідності з схемою заміщення, наведеною на рис. 1, приведений струм статора може бути 

розрахований: 

 

 

' 1
2

2
'

2
'2

1 1 2

,
U

I

r
r x x

s



 
   

 

 (12) 

де U1 – статорна напруга;  r1 – активний опір статора;  x1 – реактивний опір статора; 
'

2x  – приведений реактивний опір ротора. 

З урахуванням (12) та (11) для багатополюсної машини отримуємо вираз, що, по суті, є 

модифікацією рівняння Клосса [3, 4, 8]: 

 

 

2 '

1 1 2

2
'

2
'2

1 1 1 2

,
p m U r

M
r

s r x x
s



  


  
      

   

 (13) 

де p – кількість пар полюсів. 
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Рівняння (13) дає змогу промоделювати механічну характеристику АД для різних можливих 

значень ковзання. Тоді, з урахуванням того, що у пусковому режимі (режимі короткого замикання) 

ковзання рівне одиниці, вираз (13) набуде вигляду: 

 

   

2 '

1 1 2

2 2
' '

1 1 2 1 2

.
p m U r

M
r r x x

  


    
  

 (14) 

Про те, оскільки конструкція ротора та статора АД має зубчастий вигляд, є очевидним, що для 

різних кутових положень ротора матимуть місце різні магнітні умови, а, отже, і різний пусковий 

обертовий момент, що прикладається до ротора з боку статора. 

Залежність пускового моменту Mп АД від його поточного кутового положення ротора буде 

обумовлена зміною синхронних моментів, які на пряму пов’язані з явищем синхронізму просторових 

гармонік магніто-рушійних сил при умові нерухомого ротора АД. При цьому реальний кріренс АД 

матиме суттєву нерівномірність, яка обумовлена, у першу чергу, наявністю пізів на роторі та статорі 

[8, 9]. В такому випадку магнітна індукцій у зазорі може бути визначеною, як: 

 0 ,
2 с

F
B

 



 
  (15) 

де λ – відносна магнітна провідність двостороннього кліренсу; µ0 – магнітна стала; 

δс – сумарний двосторонній кліренс АД; F – результуюча магніто-рушійна сила (МРС) у кліренсі АД, 

що може бути визначена як: 

 1 2 ,F F F   

де F1 – МРС, що наводиться обмоткою статора; F2 – МРС, що наводиться обмоткою ротора. 

У свою чергу, МРС статора може бути визначеною, як [9]: 

 1 1 1

1 1

cos( ),
wp

m

w p

p k k
F F t

k k





  


 
     

 
  (16) 

де F1m – амплітудне значення МРС обмотки статора, що визначається як: 

 
1 1 1

1 1

2
;

w p

m

m k k w
F I

p

   
 


 (17) 

де ν – кількість пар магнітних полюсів статора, що визначається як: 

 1 12
;

1

k m
p

d


  
  

 
 (18) 

де kwp – коефіцієнт, що характеризує відкриття паза статора та визначається як: 

 

sin( )

;wp

b

z dk
b

z d

 

 

 


 



 (19) 

де b – відкриття паза; d – пазова поділка; α – кут повороту ротора АД; kνγ – коефіцієнт скошення 

пазів γ-ї гармоніки, що визначається як: 

 
sin( )

2 ,

2

k

 

 






 (20) 

де kw1 – коефіцієнт укорочення кроку обмотки статора; kp1 – коефіцієнт розподілення обмотки 

статора. 

Тоді МРС ротора АД може бути визначеним [9, 10]: 

  
'

2

2 2 1 1 2'

2 2

cos ,
p

m

p

p I k k z
F F t t

I k k s

  

  

        


    
                

  (21) 
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де F2m – амплітудне значення МРС обмотки ротора, що визначається як: 

 
1 1 1 '

2 2

2
;

w p

m

m k k k w
F I

p





    
 


 (22) 

де kν – коефіцієнт магнітної обмотки; μ – кількість пар магнітних полюсів ротора; z – кількість 

пар полюсів ротора; ψ2 – фазовий зсув між струмом та МРС ротора. 

Відносна проникність речовини кліренсу (повітря) при умові двосторонньої зубчастості може 

бути визначеною, як [10 - 12]: 

 
1 2 ,k      (23) 

де  

 
1 ( 1) 1

1 10 1 1( 1) ( 1) cos( ),
g n g

m

n

n z q
 

  
    

        (24) 

 
1 2

2 20 2 2 1( 1) cos ( ) ,m

m
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m z q t

c k l


      

           
  

  (25) 

де χ – крок обмотки в пазах; z1 – кількість пазів статора; z2 – кількість пазів ротора; q – кількість 

пазів на полюс та фазу; l – аксіальна довжина активних частин АД; λ1m, λ2m – параметри, що визначають 

з формул, які наведені в [13]. 

У АД результуючий обертовий електричний момент виникає в наслідок взаємодії просторових 

гармонік МРС статора та ротора. Останній може бути зизначений виходячи з положень закону Біо-

Саара-Лапласа [14]: 

 ,
2

m

D b df
d dzd

d


  


 (26) 

де D – діаметр розточення статора; /df d – лінійне навантаження тієї частини АД, на яку діє 

момент. 

Виходячи з сказаного: 

 

0.5
2

0
0.5

,
2

D df
M b dzd

d





   
   (27) 

В такому випадку середнє значення пускового моменту, що виникає в результаті взаємодії 

ротора та статора АД, визначають виходячи з (27) 

 
0 10 20 1 2 1 1

1 2sin( ),
2

m ck ckp

пс

D l p F F k k k
M

    
 



          
  


 (28) 

де φ1 – початкова фаза струму статора; φ2 – початкова фаза зведено струму ротора. 

Враховуючи сказане, запишемо вираз, що описуватиме змінну складову  пускового моменту  

 
1 2sin( ) cos( ),M A B         (29) 

де А, B, β1, β2 – коефіцієнти, що залежать від конструктивних параметрів асинхронного двигуна. 

 

4. Виклад основного матеріалу 

Для підтвердження адекватності отриманих результатів було проведено математичне 

моделювання залежності (28) для асинхронного двигуна 4АА56А4, основні конструктивні параметри 

якого наведено у табл. 1 

Таблиця 1 

Основні конструктивні параметри асинхронного двигуна типу 4АА56А4  

Тип 

ОК 

f, 

Гц 

R1, 

Ом 

R2, 

Ом 

X1, 

Ом 

X2, 

Ом 

а, 

Н м 

в, 

Н м 

4АА56А4 4.80 97.72 78.48 42.68 76.90 -0.07 +0.05 

 

Результати математичного моделювання залежності (28) для асинхронного двигуна типу 

4АА56А4 наведено на рис. 2 
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Рис. 2. Результати моделювання залежності пускового моменту асинхронного двигуна 

типу 4АА56А4 від початкового кутового положення ротора 

 

Як випливає з аналізу графіка, наведеного на рис. 2, коливання пускового моменту 

досліджуваного двигуна суттєво залежать від початкового кутового положення його ротора та при 

певних кута повороту можуть відхилятися у межах ± 6,5 % від номінального. 

 

5. Висновки 

1.  Отримано рівняння залежності пускового моменту асинхронного двигуна від початкового 

положення його ротора, що дає змогу з урахуванням конструктивних особливостей АД, однозначно 

розрахувати значення механічного моменту, який виникає на валу двигуна при його запуску з 

номінальною напругою живлення. 

2. Отримано математичну залежність відхилення пускового моменту АД від початкового кута 

повороту ротора, що може бути використаною у якості поправочної математичної моделі системи 

керування АД. 

3. Здійснено моделювання залежності моменту асинхронного двигуна від початкового 

положення його ротора, що дало змогу підтвердити адекватність отриманої математичної залежності. 

Показано, що зміна пускового моменту при повороті ротора АД відбувається за синусоїдальним 

законом. Теоретично доведено, що відхилення пускового моменту при різних початкових кутових 

положеннях ротора можуть досягати ± 6,5 % від номінального. 
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MATHEMATICAL MODEL OF THE DEPENDENCE OF THE STARTING TORQUE OF AN 

ASYNCHRONOUS ELECTRICAL MOTOR ON THE INITIAL ANGULAR POSITION OF THE 

ROTOR 

The current trend of recent decades is the growing role of the automated electric drive built on the basis 

of asynchronous electric motors. This is connected both with the development of theoretical approaches that 

allow to model the behavior of the latter with high accuracy, and with a significant increase in reliability and a 

decrease in the cost of power semiconductor technology, which in turn made it possible to improve operational 

characteristics and reduce the cost of such systems as a whole. The consequence of this trend is that asynchronous 

motors are increasingly used not only in classic electric drive systems with easy starting conditions, but also 

increasingly used in traction electric drives and electric drives with large starting moments, which were 

traditionally implemented on the basis of direct current motors. This circumstance leads to the appearance of 

additional technical difficulties in the design and operation of asynchronous electric motors, which is associated 

with the peculiarities of their natural mechanical characteristics, which have a slightly underestimated value of 

the starting torque. And although this shortcoming can be eliminated by increasing the power reserve of the 

engine when designing the electric drive, such a compromise solution will have significant disadvantages 

associated with a decrease in efficiency and an increase in the cost of the electric drive as a whole. It is obvious 

that this circumstance determines the need for further theoretical research aimed at improving the starting 

characteristics of asynchronous motors. 

Considering what has been said, today the induction motor remains the most common electric machine 

used in various fields of activity. Moreover, the share of asynchronous motors used in industry is growing rapidly, 

and the scope of their use is constantly expanding. A. therefore, the development of a mathematical model of the 

dependence of the starting torque on the angular position of the rotor, which in the future would allow improving 

the starting characteristics of asynchronous motors, is an urgent scientific and applied problem that has 

significant practical value. 

In the article, the equation of the dependence of the starting torque of an asynchronous motor on the 

initial position of its rotor is obtained, which makes it possible, taking into account the design features of the AD, 

to uniquely calculate the value of the mechanical torque that occurs on the motor shaft when it is started with the 

nominal supply voltage. The mathematical dependence of the deviation of the AD starting moment on the initial 

rotation angle of the rotor was obtained, which can be used as a corrective mathematical model of the AD control 

system. The simulation of the dependence of the torque of an asynchronous motor on the initial position of its 

rotor was carried out, which made it possible to confirm the adequacy of the obtained mathematical dependence. 

It is shown that the change of the starting torque during rotation of the AD rotor occurs according to the 

sinusoidal law. It is theoretically proven that deviations of the starting torque at different initial angular positions 

of the rotor can reach ± 6.5% of the nominal value. 

Key words: asynchronous electric motor, starting torque, angle of rotation, magnetic flux, mathematical 

model, rotor, stator. 

F. 29. Fig. 2. Table. 1. Ref. 14. 

 

ВІДОМОСТІ ПРО АВТОРІВ 

Граняк Валерій Федорович – кандидат технічних наук, доцент, доцент кафедри «Електротехніки, 

електроенергетики та електромеханіки» Вінницького національного аграрного університету (вул. Сонячна, 

3, м. Вінниця, Україна, 21008, е-mail: titanxp2000@ukr.net, https://orcid.org/0000-0001-6604-6157). 

Дудник Володимир – студент 2 курсу групи ЕІ-21-1 (Електроенергетика, електротехніка та 

електромеханіка) Вінницького національного аграрного університету (вул. Сонячна, 3, м. Вінниця, 

Україна, 21008, e-mail: vovadudnik796@gmail.com). 

 

Valerii Hraniak – Candidate of Science (Engineering), Associate Professor, Associate Professor of the Department 

of Power engineering, electrical engineering and electromechanics of Vinnitsa National Agrarian University. (3 

Soniachna St., Vinnitsa, Ukraine, 21008, e-mail: titanxp2000@ukr.net https://orcid.org/0000-0001-6604-6157). 

Volodymyr Dudnyk – 2 year student of EI-21-1 group (Electric Power Engineering, Electrical Engineering 

and Electromechanics) of Vinnytsia National Agrarian University (3 Sonyachna St., Vinnytsia, Ukraine, 

21008, e-mail: vovadudnik796@gmail.com). 

mailto:titanxp2000@ukr.net

	Титулка журналу
	Стаття з журналу

