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КОЛИВАННЯ ІМПУЛЬСНО 
НАВАНТАЖЕНОГО 
ОСЦИЛЯТОРА З 
КВАДРАТИЧНИМ ОПОРОМ У 
СКЛАДІ ДИСИПАТИВНОЇ СИЛИ 

 
Описано нестаціонарні коливання дисипативного 

осцилятора, спричинені миттєвим імпульсом сили. 
Розглянуто варіант, коли дисипативна сила є сумою сил 
квадратичного в'язкого опору та сухого тертя, а також 
узагальнено теоретичні результати на випадок суми 
трьох сил. Третьою є сила позиційного тертя. Побудовано 
формули для обчислення розмахів коливань. При цьому 
задіяна функція Ламберта від’ємного та додатного 
аргументів. Вона відноситься до затабульованих 
спеціальних функцій. Її значення можна також обчислювати, 
використовуючи відомі її апроксимації в елементарних 
функціях. Показано, що внаслідок дії дисипативної сили 
процес післяімпульсних коливань складається з обмеженої 
кількості циклів і обмежений у часі. Це зумовлено наявністю 
серед складових опору сили сухого тертя. Наведено 
приклади розрахунків, які ілюструють можливості 
викладеної теорії. З метою перевірки вірогідності 
виведених розрахункових формул проводилось також 
чисельне комп'ютерне інтегрування диференціального 
рівняння руху. Показана збіжність чисельних результатів, 
отриманих двома різними методами. Таким чином, 
підтверджено, що за допомогою аналітичних розв’язків 
можна визначати екстремальні переміщення осцилятора 
без чисельного розв’язування його нелінійного 
диференціального рівняння руху. Використання функції 
Ламберта та першого інтегралу рівняння руху дало 
можливість вивести точні розрахункові формули для 
визначення розмахів коливань, спричинених імпульсним 
навантаженням осцилятора. Виведені формули придатні 
для обчислення значення миттєвого імпульсу, 
прикладеного до осцилятора, що відноситься до обернених 
задач механіки. Отже, вимірявши максимальне переміщення 
осцилятора є можливість ідентифікувати стартову 
швидкість або миттєвий імпульс, прикладений до 
осцилятора. Проведене чисельне комп’ютерне 
інтегрування вихідного диференціального рівняння 
підтвердило адекватність одержаних аналітичних 
розв’язків, які стосуються не тільки прямої, а й оберненої 
задач динаміки.  

Ключові слова: нелінійний осцилятор, дисипативна 
сила, квадратичний в’язкий опір, миттєвий імпульс, функція 
Ламберта, розмахи післяімпульсних коливань. 

  
Вступ. Дослідження нелінійних 

коливань з урахуванням дисипативних сил 
різної природи розв’язують як аналітичними, 

так і чисельними методами. Для розв’язку 
аналітичним методом, в свою чергу, отримують 
точні та наближені залежності. Однією й досі 
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актуальних задач є отримання компактних 
розв’язків з достатньо великою точністю. Саме 
отриманню таких залежностей із застосуванням 
функції Ламберта присвятимо дане 
дослідження. 

Огляд останніх публікацій і 
постановка мети дослідження. Вільні 
коливання осцилятора при дії сили чисто 
квадратичного в’язкого опору розглядами в [1-
5], де використовували різні методи розв’язку 
нелінійної задачі. Так в [1] її розв’язували 
асимптотичним методом Лінстедта-Ляпунова. В 
[2] розв’язок побудовано аналітичним методом 
авторів цієї монографії. Показано, що уже в 
першому наближенні розв’язок дає відому 
формулу A de Caligny [6], похибки якої 
встановлено в [2]. В роботах [3, 4] для 
проведення дослідження коливань нелінійної 
системи використано метод гармонічного 
балансу [7] та функцію Ламберта [8, 9]. В статті 
[4] для розрахунку розмахів коливань, як 
коренів трансцендентного рівняння, задіяно 
функцію Ламберта [7, 8]. Вільні коливання в 
умовах спільної дії сили квадратичного в’язкого 
опору в поєднанні з іншими силами тертя 
розглянуто в [10]. Для проведення дослідження 
використано наближений метод енергетичного 
балансу [11]. В статті [12] для розрахунку 
розмахів вільних коливань в умовах спільної дії 
сили квадратичного в’язкого опору та сили 
сухого тертя Кулона задіяна функція Ламберта. 
На відміну від згаданих публікацій, тут 
моделюємо коливання лінійно пружного 
дисипативного осцилятора, спричинені 
миттєвим силовим імпульсом. Враховуючи дію 
сили квадратичного в’язкого опору в поєднанні 
з іншими силами тертя, будуємо точні 
розрахункові формули для обчислення 
розмахів коливань з використанням функції 
Ламберта. Формули зручні для практичної 
реалізації, бо обчислення значень цієї 
спеціальної функції не викликає труднощів. Її 
таблиці надруковано в [10, 13]. Крім того в [14] 
виведено компактні асимптотичні формули, які 
з похибкою меншою 1 % виражають функцію 
Ламберта через елементарні функції. 

Метою статті є одержання та апробація 
розрахунками формул для обчислення 
розмахів коливань дисипативного осцилятора, 
спричинених миттєвим імпульсом сили, за 
умови що до складу дисипативної сили входить 
сила квадратичного в’язкого опору.  

Викладення основного матеріалу.  
1. Припустимо, що дисипативна сила є 

сумою сил в’язкого опору xxFb
  і сухого 

тертя TF . За такого припущення рівняння 

коливань осцилятора має вигляд 
 

  0sign  cxxFxxxm T
  .       (1) 

 
Тут m  – маса осцилятора;   – 

коефіцієнт квадратичного в’язкого опору; TF  – 

сила сухого тертя; c  – коефіцієнт пружності; 

 txx   – переміщення осцилятора, як 

функція часу t . Крапка означає похідну по t . 

Початковими умовами до нього 
приймаємо: 

 

  00 x ;    00 x ,   (2) 

 
що відповідає дії миттєвого імпульсу сили 

0mS  . 

Уведенням допоміжної функції 
2xy   

на проміжку часу, де 0x , рівняння (1) 

зводимо до лінійного першого порядку: 
 

0
222


m

F

m

xc
y

mxd

yd T
. (3) 

 

З точністю до довільної сталої b  воно 

має загальний розв’язок: 
 

  
















 xcF

mc
x

m
bty T





2

12
exp

. 
Умови (2) виконуються, коли: 
 









 TF

mc
b




2

12

0 .  (4) 

 

Якщо 1a  максимальне переміщення 

осцилятора, то   01 aу . 

Це рівняння, з урахуванням (4), 
зводиться до виразу: 

0
2

12
exp 11 

















 acF

mc
a

m
b T





 
Після подальших елементарних 

перетворень цього рівняння одержуємо: 
 

 ff exp ,   (5) 

де: 

1

22
1 a

mmc

F
f T 

 ;   
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


















mcmc

F

mc

F TT

2

0

222
11

2
exp


 .(6) 

 
Далі будемо розрізняти три випадки. 

а) При малих 0 : 

 

0
22

1
2

0

2


mcmc

FT 
.  (7) 

 

Тоді 0  і, згідно з (5), 0f . 

Прологарифмувавши (5) отримуємо: 

 

lnln  ff . 

 
Розв’язок цього рівняння виражається 

через першу гілку двохзначної функції 

Ламберта від’ємного аргументу  zW 1 . Тоді 

[8, 9]: 
 

  1Wf  

 

і для обчислення 1a  одержуємо формулу: 

 

 













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
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
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2
1
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2
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2
W
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Fm
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Fm
a TT

.  (8) 

 
б) Другий випадок маємо при 
 

0
22

1
2

0

2


mcmc

FT 
. 

 

Для нього 0  і, згідно з (5), 0f . 

При такому 
2

0 : 











mc

Fm
a T



2
1

2
1 .  (9) 

 

в) В третьому випадку 0  таке, що:  

 

0
22

1
2

0

2


mcmc

FT 
. 

 

Тоді 0  і, згідно з (5), 0f . 

Введемо значення: f ;    і 

надамо рівнянню (5) вигляд: 
 

   exp . 

 
Після його логарифмування, 

одержуємо: 
 

 lnln  . 

 
Розв’язок цього рівняння виражається 

через функцію Ламберта додатного аргументу 

 zW . Тому: 

 

  W  

 
і для обчислення першого розмаху 

коливань одержуємо формулу: 
 

 







 




W

mc

Fm
a T2

1
2

1 .  (10) 

 

Отже, в залежності від значення 0 , 

обчислення 1a , зводиться до різних формул, а 

саме: (8), (9), (10). 

В ході подальшого руху, коли 0x , 

замість (3) доводиться розв’язувати рівняння: 
 

0
222


m

F

m

xc
y

mxd

yd T
, 

 
при початковій умові: 
 

  01 ay . 

 
Такий розв’язок має вигляд: 
 

  







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






 TFxc

mc
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m
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exp ,(11) 

 
Причому 
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Із (11), (12) випливає, що при 0x  

осцилятор має швидкість: 
 

 
2/1

1
2

1
0 
















 TF

mc
dy


  

 

Знайшовши 1 , можна далі обчисливши 

розмах 2a , використовуючи одну (потрібну) із 

формул (8), (9), (10). Для цього в них треба 

замінити 0  на 1  і 1a  на 2a . 

У випадку малих 0 , коли 

виконується нерівність (7), обчислення розмахів 

коливань na  зводиться до рекурентного 

співвідношення: 

 

   ,...2,1,exp
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,  (13) 

 
в якому: 

n

T
n

b

mc

mc

F
22

ln
2

1



  ;  


















 nnTn a

m
ca

mc
Fb





2
exp

2

1
.(14) 

 
Оскільки визначення розмахів коливань 

пов’язане з обчисленням функції Ламберта, 
коротко зупинимось на цьому питанні. Вище 
було відзначено, що таблиці названої функції 
надруковано в [10, 13]. При наявності таблиць 
значення вказаної спеціальної функції можна 
знаходити інтерполяцією табличних даних. 
Додатково до них наводимо також 
апроксимаційні формули [14].  

 

На проміжку 


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
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e
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1
;0  

 
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. 

 

При  25,0,0z : 

 












z

z
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Якщо 









e
z

1
;25,0 , то: 

  












 1

3
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3
21

p
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Тут 32  ep ; eq 82 ; 

  
















3
3/2

arccos
p

q
 , z

e


1
 . 

 
В [8, 14] є також апроксимаційні 

формули функції Ламберта великих аргументів. 
Але вони тут не потрібні для визначення 
розмахів. 

Інформація про функцію Ламберта 
надано також в [15, 16], де використовували її у 
розв’язках задач механічного удару твердих тіл. 

Розглянемо приклад. Для проведення 

розрахунків приймаємо: 2m  кг; 5000с  

Н/м; 20  Нс2/м2; 6TF  Н; 20   м/с. 

За формулою (6) одержуємо 24719,0 . 

Подальший розрахунок, з використанням (8) і 

(15) дає:   3502,024719,01 W ; 

03129,01 a  м. Підставивши це 1a  в (14), 

отримуємо: 708702,101 b  м2/с2; 

130672,11  ;   32282,0exp 1  . За 

формуло. (16) заходимо 

  5714,032282,01 W . Тоді, згідно з 

(13) 02023,02 a м. Використовуючи (13) і 

(14) одержуємо й інші значення 1na , записані 

в табл. 1. 
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Таблиця 1.  

Розмахи коливань при 20   м/с 

n  1 2 3 4 

na10 , м 
3,129 2,023 1,398 0,969 

 
Більш повна інформація про 

переміщення осцилятора подана на рис. 1, який 
одержано чисельним інтегруванням рівняння 
(1), Як бачимо, рух осцилятора обмежений у 
часі, а розмахи в табл. 1 так як на графіку, що 
на рис. 1. 

 

 

Рис. 1. Переміщення осцилятора при 20   

м/с 
 
2. Припустимо, що дисипативна сила є 

сумою трьох доданків, а саме сил 
квадратичного в’язкого опору та сил сухого і 
позиційного тертя. Позиційне тертя, як і в [17, 

18], характеризуємо константою с  і при 

зростанні  tx  маємо жорсткість пружини 

ccc 1 , а при зменшенні  tx  – 

жорсткість ccc 2 , де cс  . У 

випадку спільної дії трьох сил опору, 
узагальнивши попередні результати, 
отримуємо наступні формули обчислення 
першого розмаху: 
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Тут  
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Швидкість 1 , з якою після першої 

зупинки осцилятор повертається у вихідне 

положення 0x , становить: 
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
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Тут 


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mc
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Замінивши в (17), (18) 1a  на 2a  і 0  на 

1  можна обчислити другий розмах коливань, а 

потім і інші розмахи. 

Якщо відоме 1a , то при 01  , 

розрахунок розмахів 1na , зводиться до 

рекурентного співвідношення: 
 

   ,...2,1,exp
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в якому: 

n

T
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b

mc

mc

F
2

1

1 2
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2
1




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 1222
2

2

2
exp

2

1
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a

m
ca

mc
Fb nnTn 
























.  (20) 

 

Коли 0с , ccc  21  і вирази 

(17), (18), (19), (20) переходять в записані вище 
формули, в яких не враховано позиційне тертя. 

В якості прикладу проведемо 

розрахунок розмахів коливань при: 2m  кг; 

5000с  Н/м; 400с  Н/м; 20  

Нс2/м2; 6TF  Н; 5,10   м/с. Для таких 

вхідних даних: 50001 с  Н/м; 46002 с  

Н/м. За формулою (18) одержуємо: 

3051,01 . Тоді, згідно з (16), 

  5053,03051,01 W  і за формулою 

(17), 02362,01 a  м. Провівши розрахунок за 

формулами (19), (20), отримуємо: 

37043,121 b м2/с2; 065159,11  ; 

  34467,0exp 1  ; 

  6808,034467,01 W ; 01485,02 a  

м. Аналогічним чином знаходимо й інші 1na , 

записані в табл. 2. 
 

 
Таблиця 2.  

Розмахи коливань при 5,10   м/с 

n  1 2 3 4 

na100 , м 
2,362 1,485 0,951 0,572 

 
Для порівняння, в табл. 3 наведено 

більш точні значення na  і час їх досягнення 
nt , одержані чисельним інтегруванням 

рівняння коливань. 

 
Таблиця 3.  

Результати чисельного інтегрування рівняння коливань 

n  1 2 3 4 

na100 , м 
2,358 1,482 0,948 0,569 

nt10 , с 0,2796 0,9174 1,5533 2,1898 

 

Деякі розбіжності значень na  в табл. 2 і 

табл. 3 спричинені використанням 
апроксимацій (15) і (16). 

Графічно процес руху осцилятора 
відображено на рис. 2 де маємо лише п’ять 
розмахів коливань. 

 
Рис. 2. Переміщення осцилятора при 

5,10   м/с 
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Таким чином, і при наявності 
позиційного тертя розрахунок розмахів 
коливань можна провести за допомогою 
виведених вище формул, не розв’язуючи 
чисельним методом нелінійне диференціальне 
рівняння руху.  

Використання одержаних формул до 
розв’язування оберненої задачі. 
Розв’язування обернених задач динаміки по 
визначенню нестаціонарних навантажень на 
елементи конструкцій набуло поширення в 
механіці [15-24]. Але розроблені там способи 
розрахунку стосуються лінійних задач. У 
випадку нелінійних коливальних систем 
доводиться використовувати інші методи. 
Покажемо, що виведені вище формули 
придатні для обчислення значення миттєвого 
імпульсу, прикладеного до осцилятора, що 

відноситься до обернених задач механіки. Із 
виразів (17) випливає, що: 
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Тоді, після обчислення значення функції 

Ламберта, інтерполяцією табличних даних в 

[10, 13] можна знайти її аргумент 1 , а потім 

знайти і початкову швидкість 0 , бо згідно з 

(18): 
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Отже, вимірявши максимальне 

переміщення осцилятора 1a  є можливість 

ідентифікувати стартову швидкість або 
миттєвий імпульс, прикладений до осцилятора. 

Користуючись формулами (21), (22), 

обчислимо 0  при 2m  кг; 54001 с  Н/м; 

20  Нс2/м2; 6TF  Н.  

Для 03,01 a  м 976,10   м/с. 

Для 06,01 a  м;   2222,011 W ; 

278,01  ; 814,40   м/с. 

Тут, проводячи ідентифікацію, задіяли 
таблиці функції Ламберта, надруковані в [10]. 

Висновки. Використання функції 
Ламберта та першого інтегралу рівняння руху 
дало можливість вивести точні розрахункові 
формули для визначення розмахів коливань, 
спричинених імпульсним навантаженням 
осцилятора. Показано, що внаслідок дії сили 
опору, у складі якої є сухе тертя, процес 
післяімпульсних коливань має скінченну 
кількість циклів і обмежений у часі. Проведене 
чисельне комп’ютерне інтегрування вихідного 
диференціального рівняння підтвердило 
адекватність одержаних аналітичних розв’язків, 
які стосуються не тільки прямої, а й оберненої 
задач динаміки. 
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КОЛЕБАНИЯ ИМПУЛЬСНО НАГРУЖЕННОГО 

ОСЦИЛЛЯТОРА С КВАДРАТИЧНЫМ 
СОПРОТИВЛЕНИЕМ В СОСТАВЕ 

ДИСИПАТИВНОЙ СИЛЫ  
 

Описано нестационарные колебания 
диссипативного осциллятора, вызванные 
мгновенным импульсом силы. Рассмотрено 
случай, когда диссипативная сила состоит из 
квадратичного вязкого сопротивления и 
сухого трения, а также обобщено 
теоретические результаты на случай суммы 
трех сил. Третьей есть сила позиционного 
трения. Построено формулы для вычисления 
размахов колебаний. При этом использована 
функция Ламберта отрицательного и 
положительного аргументов. Она относится 
к затабулированным специальным функциям. 
Ее значение можно также вычислять, 
используя известные ее аппроксимации в 
элементарных функциях. Показано, что 
вследствие действия диссипативной силы 
процесс послеимпульсных колебаний состоит 
из конечного числа циклов и ограничен во 
времени. Это обусловлено наличием среди 
составляющих сопротивления силы сухого 
трения. Приведено примеры расчетов, 
которые иллюстрируют возможности 
изложенной теории. С целью проверки 
достоверности выведенных расчетных 
формул проводилось также численное 
компьютерное интегрирование 
дифференциального уравнения движения. 
Показана сходимость численных 
результатов, полученных двумя разными 
методами. Таким образом, подтверждено, 
что с помощью аналитических решений 
можно находить экстремальные 
перемещения осциллятора без численного 
решения его нелинейного 
дифференциального уравнения движения. 
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Использование функции Ламберта и первого 
интеграла уравнения движения позволило 
вывести точные расчетные формулы для 
определения размахов колебаний, вызванных 
импульсной нагрузкой осциллятора. 
Выведеные формулы пригодны для 
вычисления значения мгновенного импульса, 
приложенного к осциллятору, что относится 
к обратным задачам механики. Таким 
образом, измерив максимальное перемещение 
осциллятора имеется возможность 
идентифицировать начальную скорость или 
мгновенный импульс, приложенный к 
осциллятору. Проведенное численное 
компьютерное интегрирования выходного 
дифференциального уравнения подтвердило 
адекватность полученных аналитических 
решений, которые касаются не только 
прямой, но и обратной задач динамики. 

Ключевые слова: нелинейный 
осциллятор, диссипативная сила с 
квадратичным сопротивлением, мгновенный 
импульс, функция Ламберта, размахи 
послеимпульсных колебаний. 

 
OSCILLATIONS OF A PULSE LOADED 

OSCILLATOR WITH A SQUARE RESISTANCE 
IN THE COMPOSITION OF THE DISSIPATIVE 

FORCE 
 
The unsteady oscillations of a dissipative 

oscillator caused by an instantaneous impulse of 
the force are described. The case is considered 
when the dissipative force consists of quadratic 
viscous resistance and dry friction, and the 
theoretical results are generalized to the case of 
the sum of three forces. The third is the force of 
positional friction. Formulas for calculating the 
ranges of oscillations have been constructed In 
this case, the Lambert function of negative and 

positive arguments is used. It is a tabulated 
special function. Its value can also be calculated 
using its known approximations in elementary 
functions. It is shown that, due to the action of the 
dissipative force, the process of post-pulse 
oscillations consists of a finite number of cycles 
and is limited in time. This is due to the presence 
of dry friction among the resistance components. 
Examples of calculations that illustrate the 
possibilities of the stated theory are given. In order 
to check the reliability of the derived calculation 
formulas, numerical computer integration of the 
differential equation of motion was also carried 
out. The convergence of the numerical results 
obtained by two different methods is shown. Thus, 
it has been confirmed that with the help of 
analytical solutions it is possible to find the 
extreme displacements of the oscillator without 
numerically solving its nonlinear differential 
equation of motion. Using Lambert function and 
the first integral of the equation of motion made it 
possible to derive precise calculation formulas for 
determining the range of oscillations caused by the 
pulsed load of the oscillator. The derived formulas 
are suitable for calculating the value of the 
instantaneous impulse applied to the oscillator, 
which refers to the inverse problems of mechanics. 
Thus, by measuring the maximum displacement of 
the oscillator, it is possible to identify the initial 
velocity or instantaneous impulse applied to the 
oscillator. The performed numerical computer 
integration of the output differential equation 
confirmed the adequacy of the obtained analytical 
solutions, which concern not only direct, but also 
inverse problems of dynamics. 

Keywords: nonlinear oscillator, dissipative 
force with quadratic resistance, instantaneous 
impulse, Lambert function, post-impulse oscillation 
swing. 
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