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MATHEMATICAL MODELING OF THE WORK PROCESS OF THE COMBINED SOIL TILLING 

UNIT 
 

Анотація. 
Розглянуто тяговий клас тракторів та встановлено оптимальну ширину захвату комбінованого 

ґрунтообробного агрегату, яка забезпечить стійке виконання технологічного процесу обробки ґрунту. 
Описано найбільш складний випадок – розгін машинно-тракторного агрегату при рушанні з місця, коли 
робочі органи знаходяться у ґрунті на заданій глибині обробці, що відбувається при перемиканні швид-
кості в процесі виконання технологічної операції. Але з огляду на те, що розробляється агрегат для пе-
редпосівної обробки ґрунту, що має кілька робочих органів, пов’язаних між собою, тобто розглянута ме-
ханічна система має значну інерційність, для точного розрахунку оптимальної ширини захоплення розгля-
нуто динаміку руху механічної системи. 

Abstract. 
The traction class of tractors is considered and the optimum width of capture of the combined tillage unit 

which will provide steady performance of technological process of tillage is established. The most difficult case is 
described – acceleration of the machine-tractor unit when moving from the place when the working bodies are in 
the soil at a given depth of processing, which occurs when switching speeds in the process of technological oper-
ation. But given that the unit for pre-sowing tillage is being developed, which has several working bodies con-
nected to each other, ie the considered mechanical system has significant inertia, the dynamics of the mechanical 
system movement is considered for accurate calculation of the optimal width of capture. 

 
Ключові слова. моделювання, грунт, агрегат, опір, ширина захвату. 
Keywords. мodeling, soil, unit, resistance, width of capture. 
 
Оптимальна ширина захвату агрегату зале-

жить від його питомої опору, яке, як правило, 
визначається для сталого режиму роботи.  

При рівномірному поступальному русі агре-
гату по горизонтальній поверхні на нього діють такі 
сили (рис. 1) [1]: GT – сила тяжіння агрегату, Н; PT 
– тягове зусилля трактора, Н; PCK – опір ґрунту пе-

реміщення скребка, Н; PПК – опір ґрунту пе-
реміщенню важкий коток, Н; PЗБ – опір ґрунту пе-
реміщенню зубової борони, Н. 

Приймемо наступне припущення: допускаємо, 
що в вертикальній площині рівновагу агрегату за-
безпечується тим, що дія вертикальних складових 
реакцій ґрунту на робочих органах компенсуються 
вагою агрегату і що питомий опір ґрунту та глибина 
обробки постійні. 

 
Рис. 1 - Сили, що діють на робочі органи комбінованого ґрунтообробного агрегату 

 
Використовуємо рівняння Лагранжа другого 

роду для опису руху агрегату у вигляді диферен-
ціального рівняння [1,2]: 
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де T – кінетична енергія системи, Дж; x – уза-
гальнена координата, м; Qx – узагальнена сила, Н. 
Кінетична енергія по теоремі Кеніга визначається 
за виразом [2]: 
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де mA – маса агрегату, кг; VA – швидкість пере-
сування агрегату, м/с; IA – момент інерції обертових 
частин агрегату, кг∙м2; 𝜔 – кутова швидкість обер-
тання відносно центру мас, с-1. 

Розрахуємо кінетичну енергію агрегату за 
наступним виразом [1]: 

ПАПКA ТTT   (3)
 

де Тпк – кінетична енергія важкий коток, Дж; 
ТПА – кінетична енергія решти маси агрегату, що ру-
хається поступально, Дж. 

Окремі складові кінетичної енергії агрегату 
знаходяться за виразами: 
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де mПК і mox – маси, відповідно, важкого котка 
і решти агрегату, кг; IПК – момент інерції важкого 
котка, кг∙м2; rПК – радіус важкого котка, м. 

З урахуванням виразів (3) і (4) рівність (4) 
набуде вигляду: 
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Позначимо: 

21

ПК

ПК
ОЧПК

r

І
ттk 

 (6)

 

Перепишемо вираз з наступними змінами: 
2

15,0 xkTПК 
 (7)

 

Результати диференціювання наступні: 
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Рухомий агрегат має тільки одну ступінь сво-
боди. Тому приймаємо за узагальнену координату 
даної механічної системи нерухому горизонтальну 
вісь на поверхні поля, уздовж якої відбувається рух 
агрегату. 

Роботу діючих сил на можливих переміщен-
нях, відповідних переміщенню: 

 

xPxPxPxPxFA ЗБПКCKTxx   sin
 (9)

 

 
де PT – тягове зусилля трактора, Н; PCK – опір 

ґрунту переміщенню скребків, Н; PПK – опір ґрунту 
переміщенню важкого котка, Н; PЗБ – опір ґрунту 
переміщенню зубової борони, Н. 

Умова ковзання частинки ґрунту уздовж робо-
чої поверхні скребка має такий вигляд (рис. 2): 

maxTPTCK FN 
 (10)

 

де NTCK – складова нормальної сили NCK спря-
мована по дотичній до поверхні скребка, Н; FTpmax – 
сила тертя частинки ґрунту об сталь, Н. 

 
Рис. 2 - Схема дослідження взаємодії скребка та частки ґрунту 

 

Так як CKCKTCK tgNN   - складова нор-

мальної сили CKN , направлена по дотичній до по-

верхні скребка, а tgNF CKTPCK   - сила тертя ча-

стини об сталь, тоді умовне тертя буде: 

 tgNtgNN CKCKCKTCK 
 (11)

 

де CKN  - нормальна сила тиску скребка на ча-

стинку ґрунту, Н; CK  - кут, що утворюється нор-

маллю поверхні скребка і направлений його руху, 
град;   - кут тертя частинки ґрунту об сталь, град. 

Так як СКCK   090
,
то при умові ковзання: 

ПССК  090
 (12)
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де СК  - кут постановки поверхні скребка до 

напрямку руху, град. 
Для такого неоднорідного матеріалу, яким є 

грунт, що містить залишки рослин, необхідно вра-
ховувати кути тертя кожного компонента, а визна-
чальним буде найбільший кут, тобто умова ко-
взання для неоднорідного матеріалу запишеться як: 

),max(
2

ПСРОСК 


 
 (13)

 

Зусиллю деформації ґрунту, протидіє сила 
нормального тиску на поверхню скребка, що вини-

кає при деформації. Тиск залежить від величини де-
формації і пропорційний коефіцієнту об’ємного 
зминання: 

0 xN 
 (14)

 

При русі скребка в ґрунті величина деформації є 
елементарним майданчиком поверхні скребка і 
буде залежати від його розташування. 

Отже, з урахуванням розподілу величини де-
формації ґрунту по поверхні скребка, епюра нор-
мальних тисків прийме вигляд прямокутної 
піраміди. 

Для визначення сумарної нормальної сили 
тиску ґрунту на поверхню скребка, використовуємо 
такий вираз [3]: 
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Величина рівнодіючої сили Rск від нормальної 
сили і сили тертя NСК визначається виразом: 
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Сили СК, R, N, а також вісь OX розташову-
ються в одній площині (рис. 1). Тому, проектуємо 
силу Rск на вісь OX і отримаємо тягову складову 
сили Rск – силу RСКх. 

Отже, величина опору ґрунту переміщенню 
скребка буде дорівнює проекції рівнодіючої сили 
Rск на напрямок руху, тобто на вісь OX: 
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Тяговий опір PПК перекочування важкого 

котка визначиться за такою залежністю [3, 4, 5]: 
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де РКК – опір перекочування при вільному ко-
ченні важкий коток, Н; 𝜓 – коефіцієнт ковзання 
важкого котка; f – коефіцієнт опору перекочування 
катка при коченні без ковзання. 

Каток в процесі роботи перекочується по по-
верхні ґрунту з ковзанням. При цьому миттєвий 
центр швидкостей знаходиться на продовженні 
вертикального діаметра котка. Тому для спрощення 
аналізу руху катка В.П. Горячкін запропонував по-
ряд з дійсним катком розглядати умовний каток 
більшого радіусу, який котиться без ковзання 
[6,7,8]. В цьому випадку миттєвий центр швидко-
стей розташовується в нижній точці вертикального 
діаметра умовного катка. 

Радіус умовного катка RУК, на якому знахо-
диться миттєвий центр швидкостей, можна визна-
чити з відношення фактично пройденого шляху до 
числа оборотів важкого котка, виконаних під час 
проходження цього шляху: 

ПК

ФП
УК

l
R

2
 , м  (19) 

З розрахунком даного коефіцієнта ковзання 
прикочую чого котка визначається з виразу: 

ψ=
RУК-RРК

RРК
 (20) 

де RУК – умовний радіус прикочую чого котка; 
RРК – реальний радіус прикочую чого котка, м. 

Коефіцієнт опору перекочування котка при ко-
ченні без ковзання можна знайти за формулою: 

f=
PKK

GПК
 (21) 

де GПК – вертикальна сила тиску прикочую 
чого котка на грунт, Н. 

Опір перекочування PKK при вільному коченні 
котка знаходять за формулою Грандвуале-Го-
рячкіна: 

РКК=√
6GПК

2

64γ0ВПКRРК
2

3

 (22) 

ВПК – ширина прикочую чого котка, м. 
Відповідно, тяговий опір PПK перекочування 

прикочую чого котка з розрахунком рівноваги 
може бути знайдений за виразом: 

РПК= (1+
3ψ

4f
2) √

6GПК
2

64γ0ВПКRРК
2

3

 (23) 

За аналогією з попереднього виразу тяговий 
опір переміщення зубової борони можна знайти з 
виразу: 

РЗБ=nЗБγ
0
bЗБhЗБ

2
 (24) 

де nЗБ – кількість зубів зубової борони; bЗБ – 
ширина зуба; hЗБ – висота зуба, м. 

Таким чином вираз прийме вигляд: 

δАx=Fxδx=PTδx-
cos(βCK-φПС)

cosφПСsinαCK
γ

0
lCKhCKhОБδx- (1+

3ψ

4f
2) √

6GПК
2

64γ0ВПКRРК
2

3

 – (25) 

-nЗБγ
0
bЗБhЗБ

2
=РТδx-k2δx 
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де: 

k2=
cos(βCK-φПС)

cosφПСsinαCK
γ

0
lCKhCKhОБδx- (1+

3ψ

4f
2) √

6GПК
2

64γ0ВПКRРК
2

3

-nЗБγ
0
bЗБhЗБ

2
 (26) 

 
Після перестановки складових у рівнянні Ла-

гранжа другого роду отримаємо: 
k1x=PT-k2 (27) 

Представимо цей вираз в іншому вигляді: 

k1

d
2
x

dt2
=PT-k2 (28) 

де t – час, с. 
Звідси: 

d
2
x

dt2
=

Рт-k2

k1
 (29) 

З врахуванням того, що: 
dx

dt
=υ (30) 

Перепишемо рівняння в наступному вигляді: 
dv

dt
=

Pt-k2

k1
 (31) 

Проінтегруємо вираз: 

∫ dv= ∫
Pt-k2

k1

dt
t

0

v

0

 

v=
Pt-k2

k1
t+C1 (32) 

де 𝐶1 – довільна похідна. 
Для початкових умов t=0, v(0)=x0 отримаємо, 

що С1=х0 
Тоді рівність запишем так: 

v=x0

Pt-k2

k1
t (33) 

де v – швидкість руху агрегату, м/с; х0 – почат-
кова швидкість агрегату, приймаємо х0=0 м/с; Рt – 
номінальне тягове зусилля МТЗ-80, Н, k1, k2 – 
емпіричні коефіцієнти; t – час руху, с. 

Аналіз рівняння (33) показує, що найбільший 
вплив на швидкість переміщення агрегату мають 
питомий опір ґрунту переміщенню робочих органів 
та їх маса. Отримане рівняння дозволяє визначити 
швидкість руху агрегату. Тут необхідно врахувати, 
що швидкість руху агрегату менше 2,5 м/с (9 
км/год) не допускається вимогами інтенсивних тех-
нологій вирощування сільськогосподарських куль-
тур, Підставами є наявні дані в рівнянні (33) з 
огляду на введені позначення за виразами (23 ) і 
(24). При розрахунках приймемо такі обмеження: 

глибина обробки 0,1 м, кут установки скребків 700, 
ширина важких котків 4,3 м, кут внутрішнього 
тертя ґрунту 520; час 1 с, кут тертя ґрунту про ма-
теріал скребка 20 … 260, вологість ґрунту 16-18%. 

В результаті розрахунків отримаємо, що швид-
кість руху агрегату повинна становити 9…10 
км/год. 
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Аннотация. 
Согласно некоторым градостроительным теориям, фундаментальная проблема развития нацио-

нальной системы расселения и размещения производительных сил связана с развитием индивидуального 
жилищного строительства (ИЖС). Цель статьи – изучить и проанализировать особенности проектного 
финансирования через эскроу. 

Abstract. 
According to some urban planning theories, the fundamental problem of the development of the national 

system of settlement and distribution of productive forces is associated with the development of individual housing 
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