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В перспективе предполагается эксперимен-

тальная проверка предложенного метода. 
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АНОТАЦІЯ 

В статті розглянуті теоретичні передумови розробки транспортера для завантаження насіннєвого во-

роху люцерни в терковий пристрій. Надійна робота та висока якість технологічного процесу у значній мірі 

залежать від способу подачі насіннєвого вороху у терковий пристрій. Встановлено, що найкраще для цього 

підходять транспортери, у яких живильна стрічка здійснює постійні коливання. Проведений аналіз сил, 

що діють на елемент насіннєвого вороху (боб люцерни), який знаходиться на коливальній поверхні. Графо-

аналітична інтерпретація математичної моделі дозволила визначити раціональні конструктивно-техно-

логічні параметри транспортера. 

ABSTRACT 

The article discusses the theoretical prerequisites for the development of a conveyor for loading alfalfa seed 

heaps into a grater device. Reliable operation and high quality of the technological process largely depend on the 

way the seed heap is fed into the grater. It has been found that conveyors are best suited for this, in which the feed 

belt makes constant vibrations. The analysis of the forces acting on the element of the seed heap (alfalfa bean), 

which is located on the vibrational surface. The graphic-analytical interpretation of the mathematical model made 

it possible to determine the rational constructive and technological parameters of the conveyor. 

Ключові слова: терковий пристрій, живильник, вібротранспортер, насіннєвий ворох, боб люцерни. 
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Formulation of the problem. Almost all technol-

ogies for harvesting the seeds of perennial grasses, in-

cluding alfalfa, require additional processing of the 

seed heap on special machines. One of the possible op-

tions for this operation is to use a special grater device 

[1]. Technological and quality performance of this de-

vice directly depends on the uniform supply of material 

to the device. The lack of reliable seed feeders of low-

productivity grater devices, which are able to ensure a 

stable and even supply of material, justified the need to 

conduct their own research on this issue. 

Analysis of recent research and publications. 

Vibrating machines, including those designed for the 

supply of bulk materials, are widely used in various in-

dustries and agriculture. In the works [2; 3] described a 

significant number of vibrating machines, including 

feeders. They state that the task of providing a metered 

supply of grain and similar bulk materials (including 

alfalfa seed heap) in small volumes to the working 

chamber of grinders and graters can be solved by using 

oscillating conveyors, in which the transportation pro-

cess is carried out by high frequency oscillations with 

small amplitude. The advantage of oscillating convey-

ors is the simplicity of design and high reliability of the 

process, especially with low material feeds. 

In a number of works [5; 6; 7] is considered the 

interaction of particles of loose medium (most often 

grains) with a vibrating surface. In work [6] is investi-

gated the influence of the value of the initial specific 

load at the input of the vibrating screen on its discrete 

distribution on the working surface. In work [7] is re-

sulted the mathematical model of grain movement by 

the vibrating stepped working body which allows to de-

fine influence of mode parameters of vibration action 

on technological and qualitative indicators of process 

of transportation. 

Selection of previously unsolved parts of the 

overall problem. Practically all considered works are 

devoted to transportation of grain. We are interested in 

the process of transporting alfalfa seed heap and the be-

havior on the vibrating surface of its main component - 

alfalfa beans. This article is devoted to the considera-

tion of some theoretical aspects of this process. 

Presenting main material. Consider the move-

ment of alfalfa beans by mass mб on the surface AB vi-

brating tray mounted with a negative tilt angle  to the 

horizont (Fig. 1). 

 
Fig. 1. The scheme of forces acting on the bean, placed on the surface of the vibrating tray 

 

The magnitude of the angle of inclination of the 

surface of the vibrating tray to the horizont is insignifi-

cant and is within 1    3, that will allow to provide 

stable dosed giving of a heap without its chaotic shift 

on a tray. If the plane AB provide oscillating motions 

directed at an angle  to the surface of the plane, then 

to the bean mass mb, located in this plane, gravity will 

act G=mg, friction force , the force of 

normal pressure N and alternating force of inertia 

I=a2mбsin. 

The equilibrium condition of a bean on the surface 

AB in a fixed coordinate system XOY can be written as: 

.  (1) 

To move the grain on the surface of the tray from 

the point А to the point В it is necessary that the condi-

tion is fulfilled:    0
іxFX , або 

 
Where 

  (2) 

Condition (2) can be fulfilled only in the presence 

of the phenomenon of micro-separation of the bean 

from the surface АВ, that is    0
iyFY . The sepa-

ration of the bean occurs when its pressure on the sur-

face of the tray is equal to 0: 

 

,  (3) 

where: а – amplitude of plane oscillations; 

 – angular velocity of the oscillation source; 

 – phase angle of oscillation,  = t. 

Provided that  sinsincos 2  ag , 

the bean is pressed against the surface of the tray АВ 
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and moves with it, and otherwise when 

 cossinsin2  ga  – it will come off 

the surface of the tray. Phase oscillation angle  varies 

from 0 to 2, therefore the maximum value of the ex-

pression  sinsin2 a  acquired at 1sin   

(=/2). Therefore, the maximum acceleration relative 

to the axis OY the tray (and the bean along with it) will 

acquire in case  sin2

max  aI y
. 

In case, when  sinsincos 2  ag , 

boundary conditions occur (the beginning of the sepa-

ration of the bean from the surface АВ). Relation 

1
cos

sin2











g

a
Г  called the limit, and the coef-

ficient Г – dynamic coefficient of the operating mode 

of the oscillating conveyor. At Г<1 the load does not 

come off the surface of the tray (inertial conveyors), 

and at Г>1 – moves in the mode of separation (vibrating 

conveyors) [8]. 

Given that the plane of the tray АВ performs har-

monic oscillations under the action of inertia І in the 

direction of its action (at an angle  to the plane АВ), 

then the pattern of movement of the bean can be dis-

played as follows (Fig. 2). 

 
Fig. 2. The scheme of the bean movement on the tray of the vibrating feeder 

 

The diagram of the movement of the bean on the vibrating tray of the feeder of the grater device under the 

action of external forces is shown in Fig. 3. 

 

 
Fig. 3. Diagram of the movement of the bean on the tray of the vibrating feeder 

 

Starting from the middle position (0=0) plane АВ 

moves in the direction а-а by the amount of eccentricity 

а in the uppermost position (1 = /2). In this case, the 

force of inertia  will press the 

bean to the surface АВ і provided that 

, they move together 

without slipping. With further increase in the angle  

(/2 <  < 3/2), plane АВ moves down the distance 

2а, the force of inertia separates the bean from the sur-

face of the tray АВ and it performs a free flight, the tra-

jectory of which is determined by the angle of throw , 

initial bean speed V0 і depends on the value of the dy-

namic mode factor Г work of the vibrating feeder. 

The moment of meeting the bean with the surface 

of the vibrating tray АВ it is necessary to select so that 

it got on a tray at its movement forward and upwards 

(3/2 <  < /2) in a position where the time of their 

joint movement would be minimal, but sufficient to 

give the bean the necessary acceleration for the subse-

quent separation and movement along the surface of the 

tray in the direction from the point А to В (Fig. 3). Stud-

ies have shown that rational should be considered such 

modes of operation of the vibrating feeder, in which the 
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coefficient of dynamic mode Г is within 1 < Г < 3,3. At 

Г < 1 the feeder works as the inertial conveyor, without 

separation of material from a surface of a tray, and at Г 

>3,3 there are significant dynamic loads in the drive 

system [8]. 

From the point of view of ensuring a stable supply 

of the heap to the grater device, it is necessary to find 

the speed of its movement along the tray АВ in the di-

rection from А to В (along the axis ОХ). Given the cy-

clicity of the longitudinal movements of the tray, deter-

mine its maximum speed: 

 coscos2

m ax
 aaV x

Л ,  (4) 

де    – the oscillation frequency of the 

tray. 

The average speed of the bean in the direction of 

the axis ОХ will be less than the maximum tray speed, 

. Therefore, to determine the average 

speed of the bean along the tray, it is necessary to take 

into account the speed factor Кsh, which is determined 

from the expression [10]: 

. (5) 

The value of the coefficient Кsh depends on the 

kinematic modes of operation of the vibrating feeder 

and is determined analytically, or graphically, by meas-

uring the planimeter of the corresponding areas on the 

graph of the tray speeds [9]. 

In the most complete general case, changes of 

beans with the help of a vibrating tray can be created at 

the level of stages and, depending on their combina-

tions, to reveal the number of modes of movement of 

materials [8]. Based on our conditions (high speed of 

movement of the vibrating tray) we will accept the I 

mode of movement of material which includes three 

stages: dispersal, free flight and braking of a bean (Fig. 

4). 

 
Fig. 4. The schedule of movement of a bean on a surface of a vibrating tray of the feeder in a mode 1 

 

Based on the physical-mechanical properties of 

the seed heap and in order to ensure its required supply 

to the grater device (50…150 kg/hour) there was a need 

for analytical justification of rational parameters and 

modes of operation of the vibrating tray of the feeder: 

- dimensions and angle of inclination to the 

horizon of the bottom of the vibrating tray; 

- frequency and direction of vibration of the vi-

brating tray; 

- amplitude of oscillations (eccentricity of the 

crank); 

- the speed of movement of the bean along the 

vibrating tray. 

To ensure efficient movement of the bean on the 

surface of the vibrating tray in the direction from А to 

В, the angle of application of the excitatory force of the 

vibrator must be within 200 <  < 300 [9]. It is desirable 

that the line of action of the exciting force (angle ) 

passed through the center of inertia of the vibrating 

tray, which usually coincides with the center of mass 

with a symmetrical arrangement of the vibrating feeder 

units. If this requirement is not met, the system will re-

ceive additional loads in the form of torque, which pre-

vents the movement of the heap on the tray and reduces 

its translational speed.  

The feed pipes of the feeder must not be rigidly 

connected to the vibrating tray, so as not to affect the 

kinematic modes of its operation. 

The use of the proposed scheme of the vibrating 

feeder allows to provide the required performance, but 

significantly complicates the design of the grater de-

vice. To eliminate this shortcoming, we hinge one end 

of the surface at a point О, а the second will oscillate 

around this hinge (Fig. 5). 

Let's analyze the trajectories of particles on the os-

cillating surface and the surface itself, taking into ac-

count that the surface has an angle of inclination   to 

the horizontal axis OX .  

Consider the forces acting on a particle (bean, or 

elementary volume of material) that is on the surface 

ОХ1 at the point 1x  when it performs angular oscilla-

tions with angular parameters  ,  ,  . 



44 Sciences of Europe # 58, (2020) 

 
Fig. 5. Analysis of forces acting on a particle that is on an oscillating surface 

 

From the point of view of ensuring the transporta-

tion of material on an oscillating surface, it is important 

to know the components of displacements, velocities 

and accelerations of the points of this surface. To deter-

mine these components, consider their angular dis-

placements, velocities and accelerations of rotation of 

the surface around the point О, which are expressed by 

the following dependencies (Fig. 5): 

 
 

1

1

sin

cos

M

M

r tY
arctg arctg

X L r t






  

 
; 

  
 2 2

cos

2 cos

r r L t

L r L r t

 



   
 

    
; (6) 

   

  

2 2 2

2
2 2

sin

2 cos

L r L r t

L r L r t

 



    
  

    
. 

 

In the vertical plane on the material on the surface 

of OX1 (grain, for simplicity, take one bean) gravity 

G m g   and the force of inertia I , projection 

of which on the axis OY  define by expression: 

 

, (7) 

де mb – bean weight, kg; 

 - angular acceleration of the bean, с-2; 

1x - the distance of the bean to the center of oscil-

lation, m. 

Then, the condition of separation of a particle (vol-

ume element) from the surface of an oscillating plane: 

. (8) 

At the moment of separation of the bean from the 

oscillating surface, the equation of equilibrium in the 

projection on the axis OY  will look like: 

. (9) 

Substituting in the expression (9) value   and 

  with (6), after the corresponding transformations, 

we obtain: 

   

  
 
 

2 2 2

1

2
2 2

sin sin
cos 0

cos2 cos

L r L r x t r t
arctg g

L r tL r L r t

  




     
    

      
. (10) 

 

Denoting the left side of the equation (10) through 

G, build graphs G = f(,r,L,x1,, mб) depending on the 

angle of rotation of the crank  = t, analysis of which 

showed that at the time of separation of the grain from 

the plane is most significantly affected by the change in 

angular velocity  crank rotation АМ. The separation 

of the bean occurs when moving the plane from the up-

permost position at the time of transition of the curve 

through the axis Х (G = 0). On Fig.6 an example of de-

termining the moment of separation of the bean from 

the plane at different values of the angular velocity of 

the crank and at fixed other parameters (r = 1,5 mm, L 

= 0,2 m, х1 = 0,05 m, , =20, mb = 0,04 g.). 
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Fig. 6. Determination of the moment of separation of the bean from the vibrating surface at different values  

 

Similarly, we can determine the influence of other 

factors on the conditions of separation of the particle 

and plot the dependences. 

Conclusions and suggestions. The most expedi-

ent way of metered feeding of seed heap to the working 

chamber of the grater device of low productivity should 

be considered vibrating, characterized by high oscilla-

tion frequency and small amplitude.  

Analysis of the movement of the bean on the os-

cillating plane allowed to determine the influence of the 

main factors on the rational parameters that provide a 

reliable metered supply of seed heap to the grater de-

vice of low productivity.  

The conducted analytical researches are a basis for 

calculation of numerical values of giving of a seed heap 

to the grater device. 

It should be noted that in determining the nature of 

the movement of the seed heap on the oscillating plane, 

it is necessary to take into account the effect of the flu-

idized bed, which is the subject of additional studies. 
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АННОТАЦИЯ 

Рассмотрено решение задачи синтеза программных алгоритмов управления многоэтапным выведе-

нием автономного аэростатического летательного аппарата в заданные терминальные условия. Задача ре-

шается на основе дифференциально-игрового подхода и модифицированного метода дифференциальных 

преобразований математических моделей. Приведен пример решения задачи. 

ABSTRACT 

The problem solution of programed control algorithms synthesis of multistep injection of an autonomous 

aerostatic aircraft into the given terminal conditions is considered. The problem is solved on the basis of a differ-

ential game approach and a modified differential transform method of mathematical models. An example of prob-

lem solving is given. 
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Введение 

Все более возрастающая значимость решения 

задач мониторинга экологического состояния 

внешней среды, оперативного контроля за состоя-

нием наземной инфраструктуры, прогноза и наблю-

дения за природными явлениями, телекоммуника-

ции требуют создания и применения новых систем 

и средств. Такие задачи могут быть эффективно ре-

шены на базе воздухоплавательных комплексов с 

использованием беспилотных аэростатических ле-

тательных аппаратов (БАЛА). Типичными предста-

вителями БАЛА являются автономные дирижабли, 

аэростатические платформы на базе дирижаблей и 

др. [1]. К современным БАЛА предъявляются также 

требования, связанные с необходимостью приведе-

ния аппарата в заданные терминальные условия 

(например, экстренный вылет в зону чрезвычайной 

ситуации и др.). Процесс терминального выведения 

БАЛА происходит по многоэтапной траектории с 

учетом целей управления и изменения режимов ра-

боты их систем.  

 Синтез алгоритмов оптимального терминаль-

ного управления многоэтапным выведением БАЛА 

в условиях неопределенности относительно дей-

ствия возмущений (параметрических, внешних) на 

аппарат является сложной проблемой. Основными 

факторами объективной сложности являются высо-

кий порядок нелинейных дифференциальных урав-

нений пространственного движения БАЛА, слож-

ность внутрисистемных связей, неизвестность сто-

хастических характеристик возмущений. В то же 

время выполнение требований к терминальным па-

раметрам и значительная продолжительность по-

лета БАЛА требуют учета влияния возмущений на 

достижение целей управления с гарантией дости-

жения заданных терминальных условий. Одним из 

способов раскрытия неопределенности, связанной 

с непредсказуемым действием возмущений, явля-

ется применение дифференциально-игрового под-

хода к синтезу алгоритмов управления. Игровой 

подход использует принцип максимального гаран-

тированного результата и гарантирует достижение 

терминальных условий при любых допустимых ре-

ализациях вектора возмущений, так как процесс 

управления рассматривается при самых неблаго-

приятных условиях, которые могут быть при влия-

нии возмущений [1-4]. Задача синтеза гарантиро-

ванно-адаптивного управления при воздействии 

неизвестных возмущений требует перехода от за-

дач оптимизации до задач двухсторонней оптими-

зации, которые рассматриваются в теории диффе-

ренциальных игр [1]. 

Для решения задач терминального управления 

с помощью дифференциальных игр используются 

методы Р. Айзекса [1,2], Л.М. Понтрягина [3,4], 

Н.Н. Красовского [5] и др. Большинство известных 

методов применяются для линейных систем диффе-

ренциальных уравнений, требуют решения диффе-

ренциальных уравнений в частных производных, 

используют необходимые условия оптимальности, 

аналогичные принципу максимума Понтрягина, 

или основаны на расчете областей достижимости  

Применение теории дифференциальных игр 

совместно с математическим аппаратом дифферен-

циальных преобразований (ДП) к синтезу игровых 

алгоритмов терминального управления позволяет 

решать сложные дифференциально-игровые задачи 
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в области изображений с отсутствующим времен-

ным аргументом и свести их к более простым зада-

чам, которые легко решаются известными мето-

дами [3].  

Задача исследования 

Рассматриваются вопросы синтеза игрового 

алгоритма управления терминальным выведением 

БАЛА при воздействии неизвестных возмущений 

на основе применения модифицированного метода 

дифференциальных преобразований (ММДП) и 

теории дифференциальных игр. ММДП базируется 

на многоэтапном методе дифференциальных пре-

образований и методе декомпозиции Адомиана. 

Дифференциальные преобразования 

Дифференциальные преобразования позво-

ляют заменить в математической модели динамиче-

ского процесса функции )(tx  непрерывного аргу-

мента t  их спектральными моделями в форме дис-

кретных функций )(kX  целочисленного 

аргумента ,...2,1,0k . 

Дифференциальные преобразования функции 

)(tx  имеют следующий вид [6]: 

,
)(

!
)()(
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








t

k

kk

dt

txd

k

h
kXtx  (1) 

где )(tx  - оригинал функции; )(),( kXtx  - 

дифференциальное отображение оригинала (диф-

ференциальный спектр), которое представляет со-

бой дискретную функцию целочисленного аргу-

мента ,...2,1,0k ; h  - масштабная постоянная, 

имеющая размерность аргумента t  и часто равная 

отрезку ht 0 , на котором рассматривается 

функция )(tx ; черта снизу – символ дифференци-

ального преобразования. Значения функции )(kX
 

при конкретном значении аргумента k  называются 

дискретами. 

Обратным преобразованием, позволяющим по 

дифференциальному отображению )(kX  полу-

чить оригинал )(tx  в форме степенного ряда Тей-

лора, является преобразование вида: 
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Обычно, для практических применений диф-

ференциальных преобразований, функцию )(tx  

определяют в виде конечного ряда: 





N

k

ktkXtytx
0

.)()()(  (3) 

Математические модели, полученные диффе-

ренциальным преобразованием (1) исходной мате-

матической модели, называются спектральными 

моделями, а процесс преобразования – дискретно-

аналитическим преобразованием (отображением) 

исходной математической модели в область изоб-

ражений. 

Многоэтапный метод дифференциальных 

преобразований 

Рассмотрим нелинейное обыкновенное диффе-

ренциальное уравнение m  - ой степени: 

],0[,0,...,,,( )( Ttxxxtf mr    (4) 

с заданными начальными условиями: 

1,...,1,0,)0()(  mrcx r

r
. (5) 

Разобьём интервал  T,0  на r
 
подынтервалов 

длиной ,1 iii ttT ,r,1i 



r

1i

i TT . Приме-

няя преобразование (1) к задаче (4) - (5) на первом 

подынтервале  1,0 t  получим приближенное реше-

ние в виде: 
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Учитывая начальные условия 
r

r ctx )( 0

)(

1
 и 

выражение (1) можно найти для первого подынтер-

вала все значения дифференциальных спектров 

,..2,1,0),(X1 kk . Для 2i  и для каждого по-

следующего подынтервала  ii tt ,1  будут исполь-

зоваться начальные условия, которые являются ко-

нечными условиями предыдущего подынтервала, 

т.е. )()( 1

)(

11
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  i
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ii
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i txtx . Тогда выражение (1) 

для i -ого подынтервала примет вид: 
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Применяя ДП к задаче (4) - (5) на каждом 

подынтервале получим последовательность при-

ближенных решений ritxi ,...,1),(   для реше-

ния )(tx , где 
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N
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iiiii tttttkXtytx
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В конечном виде, при использовании много-

этапного метода дифференциальных преобразова-

ний, получаем решение в виде [7]: 
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При 1r  имеем Th   и многоэтапный ме-

тод дифференциальные преобразования сводится к 

классическому методу ДП. В случае разбиения ин-

тервала на подынтервалы одинаковой длины при-

менение многоэтапного метода дифференциальных 

преобразований позволяет уменьшить верхнюю 

границу оценки решения в 
sr раз, где r количе-

ство подынтервалов, на которое разбивается задан-
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