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ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ 

УПРАВЛЯЕМОГО МОСТА КОЛЕСНОГО ТРАКТОРА 

THEORETICAL Research OF STABILITY OF MOTION OF STEERING AXLE 

FOR WHEELED TRACTOR 

 

Д.В. БОРИСЮК, инженер, Винницкий национальный технический 

университет, Винница, Украина, А.В. СПИРИН, канд. техн. наук, доц., И.В 

ГУНЬКО, канд. техн. наук, доц., Винницкий национальный аграрный 

університет, Винница, Украина 

D.V. BORYSIUK, engineer, Vinnytsia National Technical University,  

Vinnytsya, Ukraine, A.V. SPIRIN, cand. tech. sci., Associate Professor, I.V. 

GUNKO, cand. tech. sci., Associate Professor, Vinnytsia National Agrarian 

University, Vinnytsya, Ukraine 

 
Аннотация. В данной статье 

рассмотрено влияние колебания колес и 

микропрофиля дорожного покрытия на 

устойчивость движения управляемого моста 

колесного трактора. Представлены причины, 

вызывающие колебания управляемых колес, 

расчетная схема управляемого моста 

колесного трактора и последовательность 

определения частоты колебаний моста 

трактора. 

Рассмотрено физическая сущность 

процессов, происходящих при автоколебаниях 

управляемых колес  трактора. 

Ключевые слова: устойчивость 

движения, управляемый мост, колесный 

трактор, дорожное покрытие, колебания, 

гироскопический момент, скорость движения. 

Abstract. In this article it is proposed to 

consider the influence of wheel oscillations 

and the micro-profile of the road surface on 

the stability of the motion of a steering axle 

for wheeled tractor. The reasons for the 

oscillations of the steered wheels, the design 

scheme of the steering axle for wheeled 

tractor and the frequency determination 

procedure for the oscillations of the steering 

axle are presented. 

The physical essence of the processes 

occurring during self-oscillations of 

controlled tractor wheels is considered. 

Keywords: stability of movement, 

steering axle, wheeled tractor, road surface, 

oscillations, gyroscopic moment, speed of 

motion. 

 

Во время движения по дороге с неровной поверхностью трактор 

воспринимает удары и испытывает колебаний. Основными узлами, которые 

защищают трактор от динамического воздействия дороги и сводят колебания и 

вибрации до приемлемого уровня являются управляемый мост и шины. 

Многолетний опыт показывает, что неровности дорожного покрытия и 

вызванные ими колебания рамы и колес трактора приводят, как правило, к 

ухудшению всех его эксплуатационно-технических качеств. 

Управляемый мост колесного трактора обеспечивает оптимальную 

управляемость, устойчивость движения, долговечность и надежность работы. 

Существует ряд публикаций [1-7], посвященных обзору вопросов, 

связанных с анализом динамической устойчивости и плавности движения 

самоходных машин, однако необходимо обратить внимание на разноплановость 

работ. В зависимости от поставленных задач исследований, принятой 
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расчетной схемы модели, а также применением того или иного метода 

исследования, в этих работах принимался ряд предположений, которые 

требуют обобщения, а методы исследований – дальнейшего развития и анализа. 

Целью исследования является повышение динамической устойчивости 

движения управляемого моста колесного трактора за счет исследования 

основных причин, влияющих на его устойчивость движения, а также 

упорядочения конструктивных параметров и эксплуатационных факторов. 

Рассмотрим основные причины, которые влияют на устойчивость 

движения управляемого моста колесного трактора. 

Причинами, вызывающими колебания управляемых колес, являются 

наезды на неровности, дисбаланс колес и наличие двойной связи с остовом 

трактора через систему рулевого управления и крепления балки управляемого 

моста. 

При наезде колеса на неровность дороги возникает реакция, которая 

создает момент инерции относительно оси шкворня, что и приводит к повороту 

или отклонению управляемых колес на некоторый угол. Этому повороту 

противодействуют силы сцепления колеса с покрытием дороги, упругость и 

трения в рулевом управлении, гироскопические моменты, которые образуются 

в процессе изменения положения колес и балки управляемого моста. 

Для описания высот неровности дороги под передними и задними 

колесами трактора, например, h1 и h2 (микропрофиля дорожного покрытия) 

применяют ряд функций, которые достаточно точно описывают различные 

типы дорожных покрытий. Наиболее распространенными функциями являются 

математическое ожидание и среднее значение ординат микропрофиля, 

дисперсия или среднее квадратическое отклонение ординат, корреляционная 

функция, характеризующая взаимосвязь различных реализаций функций 

микропрофиля по длине дорожного участка, и спектральная плотность 

микропрофиля дороги. Если есть т реализаций ординат микропрофиля 

(зависимости ординат по длине L дорожного участка r(L)) дорожного покрытия, 

то в качестве высоты неровности, например h1, берут среднее значение ординат: 

( ) ( ) ./
1

1 mLrLh
m

i

i
=

=  Соответственно ( ) ( )2112 LLLhLh −−=  [8]. 

Основной источник низкочастотных колебаний трактора при движении - 

это неровности поверхности дороги, которые носят вероятностный, случайный 

характер [9]. 

В процессе измерения характеристик микропрофиля получают функцию 

высоты неровности от пройденного пути l. 

Результаты расчетов показывают, что единичную неровность с 

достаточной точностью можно выразить в виде волны синусоидальной формы, 

которая описывается следующим образом 









=

0

0

2

l

l
sinqq


;   00 ll  ,                                       (1) 

где q0 – высота неровности; l0 – длина неровности. 

При этом периодические неровности можно представить в виде 
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непрерывных повторений единичной неровности. Формулы для микропрофиля 

в виде единичной и периодической неровности целесообразно записать в виде 

функции времени t, или tl mp= , где mp  – скорость движения трактора. 

Тогда для единичной неровности vtsinqq 0= , v/t 20  ; для 

периодической неровности vtsinqq 0= ,  t0 , где 02 l/v mp=  – частота 

вынужденных колебаний. Произвольный микропрофиль можно рассматривать 

как реализацию некоторой случайной функции. Если считать эту случайную 

функцию эргодической и стационарной, то аналитическое описание такого 

микропрофиля упрощается. 

Для стационарных случайных функций неровности основными 

характеристиками являются корреляционная функция и спектральная 

плотность (энергетический спектр). Корреляционную функцию для каждого 

режима движения определяют по микропрофилю дороги. Эта функция является 

основной статистической характеристикой во временной области 

стационарного случайного процесса и отражает все основные свойства 

воздействия: характер неровности микропрофиля дороги (высоту, форму, 

длину) и скорость движения трактора. 

Корреляционная функция характеризует связь между ординатами 

случайной функции, смещенными друг относительно друга на время τ. Для 

непрерывной случайной функции корреляционная функция записывается в 

таком виде 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) dtHMtHHMtH
T

R
T

T

−+−= 
−


2

1
,                       (2) 

где 2Т – интервал наблюдения при движении трактора со скоростью mp  на 

участке длиной l; H(t) – случайная величина; M(H) – математическое ожидание; 

τ – разница моментов времени наблюдения ординаты случайной функции; 

mp/lt = – текущее значение времени. 

Анализ уравнения (2) показывает, что при нулевом смещении (τ = 0) и для 

некоторого конечного интервала наблюдения 2Т значение корреляционной 

функции равно дисперсии ординат неровности, то есть R(0) = D(H). 

При τ > 0, но при малом значении ординат величины H(t) и H(t + τ) мало 

отличаются друг от друга. Следовательно, они взаимосвязаны: если величина 

H(t) приняла какое-то значение, то величина H(t + τ) с большей вероятностью 

примет значение, близкое к нему. При τ = 0 эта взаимосвязь самая более 

вероятная. При увеличении сдвига τ зависимость между ординатами H(t) и H(t 

+ τ) должна ослабнуть и, следовательно, значение корреляционной функции 

должно уменьшиться. Поэтому всегда выполняется неравенство ( ) ( ).RR 0  

Корреляционная функция, которую выражено кривой 1 (рис. 1), 

характеризует случайную функцию без гармонических составляющих, 

поскольку значение R(τ) непрерывно уменьшается с увеличением значений τ и 

отсутствии периодических колебаний или значений R(τ). Кривая 2 также не 

имеет гармонических составляющих, но степень случайности процесса здесь 

существенно выше, так как значения R(τ) стремительно уменьшаются с 
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увеличением значений τ. Кривые 3 и 4 характеризуют процесс, в котором 

присутствуют гармонические составляющие. При этом кривая 3 описывает 

процесс с малой случайностью и высокой периодичностью, то есть процесс 

близок к обычному гармоничному процессу, а кривая 4 – процесс со 

случайными и периодическими составляющими. 

 

 
Рисунок 1 - Зависимости корреляционных функций случайного микропрофиля дороги: 

1, 2 - кривые корреляционной функции без гармонических составляющих; 3, 4 - кривые 

корреляционной функции с гармоничными составляющими. 

 

Несмотря на большую универсальность и общность корреляционных 

функций как характеристик случайных процессов, в практических 

исследованиях также широко применяют спектральные характеристики, в 

частности спектральную плотность. 

Обратная зависимость корреляционной функции описывается 

уравнениями: 

( ) ( )  dcosRS 


=
0

2 ;   ( ) ( ) 


 dcosSR 


=
0

1
,                  (3) 

где первое уравнение характеризует зависимость спектральной плотности ( )S  

от текущей частоты ω процесса, а второе описывает зависимость текущих 

колебаний от спектральной плотности. При τ = 0 имеем ( ) ( ) .dSDR 




==
0

1
0  

Если графики корреляционной функции, аналогичные тем, что приведены 

на рис. 2, тогда можно подобрать аналитическое выражение этой функции в 

виде 

( ) ( )( )  21
2110

−−
+= eАcoseАRR ,                                  (4) 

где R(0) – дисперсия высоты, которая равна квадрату средней квадратичной 

высоты; α1, α2, β1, А1 и А2 – неопределенные коэффициенты, при этом А1+А2 = 1. 
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Рисунок 2 - График спектральной плотности случайного микропрофиля дороги. 

 

Для определения коэффициентов можно использовать один из методов 

теории аппроксимации графических зависимостей, например метод 

наименьших квадратов. 

Для функции, которую задано уравнением (4) можно найти спектральную 

плотность, которая будет иметь следующий вид 

( ) ( )
( )

( ) ( ) 













−
+

++−−

++
=

2
2

2

2
222

1
2
1
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1

2
1
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2
1

2
1

2
1

1

2
02








 AARS .             (5) 

Установлено зависимость спектральной плотности поверхности дороги от 

скорости движения, при этом ( ) ( ) ( )1212  ,S/,S прив= , где 1  и 2  – 

скорость движения; прив  – приведенная частота. Характер спектральной 

плотности не зависит от скорости движения, а ее значения и приведённая 

частота прив  с изменением скорости меняются в разы в зависимости от 

отношения 21  / . 

В уравнениях (4) и (5) коэффициенты α и β, которые определяют 

корреляционную функцию и спектральную плотность, зависят от скорости 

движения, а величины А1, А2 и R(0), наоборот, не зависят от скорости. Если 

( )  и ( )  – значение α и β при скорости  , то ( ) ( ) ( )1122  /= , а 

( ) ( ) ( )1122  /= . 

Итак, достаточно иметь спектральную плотность для одной скорости 

движения, чтобы определить ее значение для любой другой. В технической 

литературе значения коэффициентов α и β приводятся для скорости = 1 м/с. 

Для любых других значений скоростей их определяют по формулам ( ) ; =  

( ) . =  

Для расчета спектральной плотности среднего статистического фона 

предположим, что для каждого из n типичных сельскохозяйственных фонов 

известны следующие величины: n  – относительное время работы; n  – 

среднее значение скорости движения; Sn – спектральная плотность. 

Тогда среднюю скорость при работе на среднем статистическом фоне 
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можно вычислить по формуле =
n

nn
1

 . Если исходить из энергетического 

принципа составления колебаний, то среднее статистическое ускорение при 

работе на нескольких сельскохозяйственных фонах составляет 

 









=

n

n
n

dt

zd

dt

zd

1

2

2

2

2

2

 ,                                            (6) 

где 
2

2

dt

zd n  – среднее квадратическое ускорение, которое соответствует n-му 

фону. 

Среднее квадратическое ускорение равно интегралу от производной 

спектральной плотности фона умноженному на квадрат модуля передаточной 

функции ускорений, то есть 

( ) ( )  diWS
dt

zd

dt

zdn
n

2

2

2

2

2= .                                       (7) 

Чтобы равенство (6) выполнялась для любых частот, необходимо чтобы 

( ) ( ).SS
n

nn=
1

  

Итак, для получения спектральной плотности среднего статистического 

фона необходимо составить спектральные плотности каждого фона, 

предварительно умноженные на относительное время работы. 

На устойчивость движения трактора побочное влияние оказывают 

колебания управляемых колес, что приводит к колебаниям управляемого моста, 

благодаря наличию дополнительной степени свободы (поворот вокруг 

шкворня) по сравнению с неуправляемыми. Кроме того, управляемые колеса 

связаны между собой рулевой трапецией, которая имеет демпфирования 

благодаря наличию зазоров [10]. 

Вследствие того, что управляемый мост является колебательной 

динамической системой, при воздействии на него периодических или 

случайных возмущений возникают колебания масс его узлов. Амплитуда 

колебаний зависит от амплитуды возмущения, собственных колебаний и 

характера затухания колебаний в системе. Наибольшая интенсивность 

колебаний имеет место тогда, когда частота возмущения близка к частоте 

собственных колебаний, или возникает явление резонанса. 

Дисбаланс вращающегося колеса приводит к появлению центробежной 

силы, которую можно разложить на две составляющие. Первая из них 

направлена вдоль горизонтальной оси, расположенной в плоскости вращения 

колеса, и она пытается повернуть колесо относительно оси шкворня, а вторая 

вертикальная составляющая – пытается наклонить его в поперечно-

вертикальной плоскости. В обоих случаях возникают гироскопические 

моменты, противодействующие поворотам колеса. В процессе качения колеса 

значение и направление составляющих центробежной силы меняются, поэтому 
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колесо совершает сложные движения в пространстве. При колебаниях колес 

вокруг шкворней может оказаться, что силы от неуравновешенных масс будут 

действовать в одной плоскости с управляемым мостом, но направлены в 

противоположные стороны. Тогда возникают колебания моста вместе с 

колесами в вертикальной плоскости и колебания колес вокруг шкворней. 

Колебания колес может происходить также вследствие того, что 

радиальная (нормальная) жесткость шин по кругу оказывается неодинаковой. 

При качении такой шины колесо начинает колебаться в вертикальной 

плоскости. Подобные колебания, совершаемые вследствие изменения 

параметров колебательной системы (в данном случае радиальной жесткости 

шины), называют параметрическими. Однако амплитуды параметрических 

колебаний колес небольшие учитывая наличие внутреннего трения и 

относительно небольшого изменения жесткости шины. 

В некоторых условиях могут возникнуть колебательные процессы в 

системе рулевого управления, которая оборудована гидравлическим 

усилителем руля. При этом переменные усилия передаются на управляемые 

колеса, которые возбуждают их колебания. Указанные причины могут 

приводить к угловым перемещениям колес, которые при хаотичном характере 

называют вилянием, а при закономерном – колебаниям. При колебаниях колес 

возникают дополнительные силы, которые могут передаваться на остов и 

вызвать его колебания. 

Однако эти колебания остова осуществляются с малыми амплитудами и 

практически не сказываются на характеристиках движения трактора. Если при 

колебаниях колес возникает их проскальзывания по опорной поверхности, 

тогда может меняться направление движения трактора, то есть ухудшается 

устойчивость движения и управляемость трактора. 

Для построения модели, которая характеризует устойчивость движения 

управляемого моста колесного трактора для формализации объекта 

исследования принимаем предположение, что управляемый мост трактора 

представляет собой сложную динамическую систему в виде динамической 

массы, которая связана упругими элементами: шинами, рессорами, тягами руля 

(рис. 3). 

Во время движения трактора возможны следующие перемещения масс 

управляемого моста: вертикальное – в вертикально-поперечной плоскости; 

угловое перемещение балки управляемого моста в вертикально-поперечной 

плоскости; угловое перемещение колес относительно шкворня в 

горизонтальной плоскости. Наибольшее влияние на управляемость и 

устойчивость трактора осуществляют угловые колебания балки моста с 

колесами по координате ψ и угловые колебания колес по координате  . 
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Рисунок 3 - Расчетная схема определения колебаний управляемого моста колесного 

трактора: а - вид спереди; б - вид сверху. 

 

Одной из характеристик динамических систем являются частоты 

собственных колебаний. Частота собственных угловых колебаний  

 управляемого моста трактора в вертикально-поперечной плоскости [10, 11]: 

co dmr/cJ/c == 2
 ,                               (8) 

где   – частота собственных колебаний, Гц; cψ – коэффициент угловой 

жесткости, кг.м2/с2; Jψ – момент инерции моста относительно оси качания, кг. 

м2; or - расстояние до оси поворота моста, м; cm – масса системы, кг. 

Коэффициент угловой жесткости cψ подвески колес в вертикально-

поперечной плоскости согласно [10] будет: 

( )22

2

1
шшpp lclcс += ,                                        (9) 
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где ср, сш – соответственно, коэффициенты жесткости пружины и шины, Н/м; lр, 

lш – соответственно, рессорная база и колея моста, м. 

Для определения коэффициента жесткости шины сш используем формулу, 

предложенною Бидерманом В.Л. [11, 12], то есть 









−==

шшшотн

ш
рf

P
С

f

P

dz

dP
с 2 ,                              (10) 

где zотн – перемещение колеса относительно рамы трактора, м; P – нагрузка на 

шину, Н; fш – осадка шины, м; С – коэффициент жесткости, м-1; рш – давление 

воздуха в шине, которое зависит от размеров шины, Па. 

При этом коэффициент жесткости С определяется по формуле [8, 9] 

( )
шкш

DR
С

1
45,0...32,0= ,                                       (11) 

где Rкш – радиус кривизны протектора шины, м; Dш – диаметр протектора 

шины, м. 

Тогда согласно (8) - (11) частота собственных угловых колебаний 

управляемого моста трактора в вертикально-поперечной плоскости 

определяется зависимостью 

co

шшpp

dmr

lclc



+
=

2

22

2
 .                                       (12) 

Следовательно, при снижении жесткости рессор и шин, а также 

увеличении момента инерции управляемого моста частота его собственных 

колебаний в вертикально-поперечной плоскости уменьшается. Частота 

собственных колебаний колес относительно осей шкворней (виляние) может 

быть найдена по выражению (8). 

Автоколебания управляемых колес вызывают значительные 

динамические нагрузки на детали рулевого управления, интенсивный износ 

шин и приводят к потере трактором управляемости и устойчивости движения. 

Одной из основных причин возникновения автоколебаний управляемых колес 

является наличие гироскопической связи между угловыми колебаниями балки 

управляемого моста в поперечной плоскости и поворотом колес этого моста 

относительно шкворней. 

Рассмотрим физическую сущность процессов, которые происходят во 

время автоколебания управляемых колес. При движении трактора его колеса 

можно рассматривать как вращающиеся гироскопы. При случайном повороте 

управляемых колес вокруг шкворней на угол   (рис. 3) возникает 

гироскопический момент 1ГМ  [10]: 

=




dt

d
dmrM к

кo

2

1
,                                             (13) 

где 
ккo

Jdmr =2  – момент инерции колеса, кг.м2; 
к

m  – масса колеса, кг; 

kк
dtd  =/  – угловая скорость колеса, рад/с; 

к
  – угол поворота колеса, град. 

Под действием этого момента управляемый мост вернется в вертикальной 
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плоскости на угол  , а в горизонтальной плоскости возникает 

гироскопический момент 2ГМ , который согласно [10] определяется по 

формуле: 

=




dt

d
dmrM к

кo

2

2
.                                            (14) 

При этом гироскопический момент 2ГМ  увеличивает угол поворота 

управляемых колес. Таким образом, непринужденный поворот управляемых 

колес вызывает перекосы балки управляемого моста, которые в свою очередь 

увеличивают поворот управляемых колес [13, 14]. 

Вследствие поворота моста в вертикальной плоскости динамический 

радиус одного из колес уменьшится, а другой – увеличится. В первом случае 

продольная реакция опорной поверхности увеличивается, поскольку растет 

сила сопротивления качению и уменьшается радиус качения колеса. 

Увеличение продольной реакции при уменьшении радиуса качения колеса 

объясняется тем, что при постоянной скорости движения трактора с 

уменьшением радиуса качения колеса должна увеличиться его угловая 

скорость, то есть оно должно получить угловое ускорение. Изменение 

касательных реакций опорной поверхности приводит к появлению 

дополнительного момента, который возвращает управляемые колеса в 

горизонтальной плоскости, а в результате гироскопической связи и в 

вертикальной плоскости на некоторый угол. При этом происходит 

дополнительная деформация рулевого привода, подвески и шин. Когда момент 

поворота становится равным моменту сопротивления, угловая скорость 

поворота моста в вертикальной плоскости равна нулю, и колеса начинают 

движение в сторону положения равновесия. Поскольку в упругих элементах 

подвески и рулевом приводе произошло накопление потенциальной энергии, 

мост проходит положение равновесия и происходит поворот колеса в 

противоположную сторону при одновременном уменьшении его радиуса. Это в 

свою очередь приводит к появлению момента сопротивления, который 

возвращает в ту же сторону управляемый мост. После того как момент 

сопротивления становится равным моменту упругих сил в подвеске, шинах и 

рулевом приводе, процесс повторяется. 

Таким образом, конструктивные особенности управляемого моста 

универсально-пропашных тракторов и условия эксплуатации могут вызвать 

колебания управляемых колес, которые поддерживаются благодаря энергии 

тракторного двигателя, ухудшая управляемость и устойчивость движения 

трактора. 

При автоколебаниях управляемых колес возникает переменное по 

значению и направлению сопротивление, которое поддерживает колебания 

колес на определенном уровне. 
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