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СТАТИКА ВЗАЄМОДІЇ 
АБСОЛЮТНО ТВЕРДИХ ТІЛ ІЗ 
СИПУЧИМ СЕРЕДОВИЩЕМ 

У статті наведено аналіз формалізації статики 
сипучого дискретного середовища, а також абсолютно 
твердих тіл, що знаходяться в ньому. На основі 
проведеного аналізу запропонована формалізація сипучого 
середовища у вигляді в'язко пластичної моделі тіла Бінгама. 

Отримані рівняння можуть бути використані для 
визначення розподілу напружень і щільності сипучого 
середовища із різними механічними властивостями та 
тиску сипучого середовища на стінки ємності довільної 
геометричної форми. Наведені умови рівноваги та її 
порушення для тіл, які знаходяться в сипучому середовищі, 
дозволяють визначити їх можливі переміщення при 
нерухомому середовищі. Основною метою отримання 
наведених вище рівнянь є їхнє використання при вирішенні 
задачі про переміщення тіл, що знаходяться в контейнері, 
який приводиться у коливальний рух. 

Ключові слова: сипуче дискретне середовище, 
компоненти напружень, щільність сипучого середовища, 
рухливість сипучого середовища, статика сипучого 
середовища, абсолютно тверде тіло, обмежувальна 
поверхня, умови контакту. 

  
Постановка проблеми. У багатьох 

прикладних задачах використовуються 
процеси, пов'язані із взаємодією абсолютно 
твердих тіл з сипучими дискретними 
середовищами. Такі процеси розглядаються 
при зануренні або спливанні твердих тіл в 
ґрунтах, процесах просівання сипучих 
матеріалів, подрібнення (помелу) сипучих 
середовищ в різних вібро- або барабанних 
млинах, процесах поверхневої обробки 
деталей (абсолютно твердих тіл) в сипучої 
середовищі (абразиву) та інших. 

Для обґрунтування параметрів і режимів 
руху сипучого середовища, які забезпечують 
виникнення тих чи інших ефектів, необхідно 
розглянути два послідовних і взаємопов'язаних 
завдання. 

Перше завдання полягає у визначенні 
статичних умов, що забезпечують можливі 
переміщення абсолютно твердих тіл в сипучому 
середовищі в залежності від механічних 
властивостей і параметрів тіл та сипучого 
середовища. Це завдання є невід'ємною 
частиною подальшої динамічної задачі, 
оскільки визначає умови рівноваги, які є 
крайніми при подальшому вирішенні задачі 
динаміки. 

Друге завдання (динамічна) полягає у 
визначенні можливих переміщень тіл в 
сипучому середовищі за умови додавання 

сипучому середовищу тих чи інших видів 
переміщень. 

Аналіз останніх досліджень і 
публікацій. Основоположними в даному 
напрямку є результати досліджень  
І.І. Блехмана, Ю.В. Науменко [1-3]. У цій групі 
робіт розглядаються умови рівноваги і 
переміщень тіл з урахуванням їх геометричних 
властивостей і механічних властивостей в 
середовищах, які моделюються з 
використанням законів гідромеханіки, що не 
може в повному обсязі відповідати реальній 
картині, оскільки механіка сипучих середовищ 
має суттєві відмінності від механіки рідини. Крім 
того, у більшості робіт даної групи 
використовуються рішення в одновимірній і, за 
рідкісним винятком, двовимірній постановці. 

Інший клас рішень [4-6] базується на 
використанні формалізації сипучого 
середовища і тіл в ній у вигляді матеріальної 
точки, що далеко від досконалості внаслідок 
неможливості обліку механічних властивостей 
сипучого середовища та геометричних форм 
тіл, які переміщуються у ній. 

Активно займаються дослідженням даної 
проблеми В.П. Ковбаса [7], Л.В. Ярошенко [8] та 
І.М. Купчук [9]. 

Формулювання мети досліджень: 
виведення рівнянь взаємодії тіл з сипучим 
середовищем у статичному і динамічному стані, 
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які можуть бути використані для чисельного 
моделювання процесів при найбільшому 
наближенні їх до фізичної суті. 

При цьому передбачено вирішити 
наступні завдання: 

– отримати аналітичні залежності статики 
сипучого середовища в ємності певної 
геометричної форми з урахуванням механічних 
властивостей сипучого середовища; 

– вивести залежності для визначення 
сил, які діють з боку сипучого середовища на 
тіло в залежності від механічних властивостей 
самого середовища, щільності матеріалу тіл, їх 
геометричної форми і розмірів у статичному 
стані; 

– вивести кінематичні і динамічні 
залежності для змін властивостей сипучого 
матеріалу під дією динамічних сил, 
прикладених на границях середовища, якими є 
стінки контейнера; 

– вивести залежності кінематики та 
динаміки руху тіл у рухомому сипучому 
середовищі в залежності від механічних 
властивостей сипучого середовища, 
прикладених до неї динамічних сил, а також 
механічних властивостей, геометричних форм і 
розмірів тіл. 

Для вирішення поставлених завдань слід 
ввести припущення і спрощення, які дозволять 
формалізувати процес взаємодії: 

1) всі дослідження проводяться в 
Ейлеровій постановці з використанням 
декартової системи координат, як найбільш 
зручної  для  подальшого  чисельного  рішення  
отриманих рівнянь; 

2) середовище, в якому розташовуються 
тіла, формалізується як класичне сипуче 
дискретне середовище, частинки якого, як 
мінімум, на порядок менше розмірів зони, в якій 
розглядаються деформації і напруження; при 
цьому напруження на границях контакту 
частинок не перевищують критичних значень, 
які призводять до руйнування частинок; 

3) тверді тіла є абсолютно твердими 
недеформованими тілами певної щільності і 
геометричних розмірів, при цьому геометричні 
форми тіл можуть описуватися досить 
простими рівняннями, що описують їх форму; 

4) передбачається, що кут зовнішнього 
тертя сипучого середовища по поверхні тіл 
залишається постійним; 

5) щільність сипучого середовища і 
модуль його динамічної в'язкості є функціями 
координат і часу; 

6) стінки контейнера є абсолютно 
твердими, не деформуються, а кут зовнішнього 
тертя тіл сипучого середовища у них є 
величиною постійною. 

Виклад основного матеріалу 
дослідження.  

1. Вихідні положення для вирішення 
поставлених завдань. 

Основоположні рівняння динаміки і 
статики сипучого середовища можуть бути 
представлені групами рівнянь, наведені у  
роботі [10]. 

Перша група рівнянь. Рівняння динаміки 
руху середовища (на основі рівнянь динаміки 
суцільного середовища): 
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2 2
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2
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(1.1) 

де , ,u v w– компоненти переміщень елементів 

середовища м с ;  

 – щільність середовища, 3êã ì ;  

, ,X Y Z – масові (об'ємні сили), 3Н м . 

Для випадку статики, рівняння (1.1) 
(відсутність інерційних складових) набувають 
вигляду: 

;
xyx xz X

x y z

  
  
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;

xy y yz
Y

x y z
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  
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.
yzxz z Z

x y z

  
  

    
Друга група рівнянь. Рівняння рівноваги 

на поверхні: 

                    
; ; ,x xy xz y yz xy z xz yzl m n X m n l Y n l m Z                                  (1.2) 

 

 

де , ,l m n  – направляючі косинуси зовнішньої 

нормальної поверхні, яка обмежує  
середовище, тобто контактна поверхня 
середовище-стінка, середовище-тіло, 

, ,X Y Z
 
– компоненти проекцій розподілених 

по поверхні контакту сил на відповідні осі 
координат, Па .  

Третя група рівнянь. Геометричні 
рівняння, без урахування складових другого 
порядку малості (квадрати перших похідних і 
другі похідні), (рівняння Коші): 
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(1.3)

 

            

; ; .xy yz xz

u v v w w u

y x z y x z
  

     
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де , , , , ,x y z x y z       – компоненти 

відносних нормальних деформацій і їх 
швидкостей, відповідно, 

, , , , ,xy xz yz xy xz yz       – компоненти 

відносних зсувних деформацій і їх швидкостей, 
відповідно, 

, ,u v w– компоненти швидкостей середовищ. 

Четверта група рівнянь. Рівняння 
сумісності деформацій: 

2 2 2 22 2

2 2 2 2
; ;
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2

2
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   

        
П'ята група рівнянь. Рівняння нерозривності середовища: 

                          

( , , , ) ( ( , , , )) ( ( , , , )) ( ( , , , ))
0

d x y z t u x y z t v x y z t w x y z t

dt x y z

      
    

    .            (1.5) 
 

До цих рівнянь необхідно додати фізичні 
рівняння, які визначають зв'язок компонент 
деформацій або їх швидкостей з компонентами 
напружень з урахуванням модулів, що 
характеризують деформативні властивості 
середовища. Для рухливого сипучого 
середовища такими рівняннями можуть бути 
рівняння тіла Бінгама, яке має властивості 
сухого тертя і початкове напруження зсуву до 

початку руху, тобто до моменту, коли 

( , , , ) 0i i ij ij      характеризуються в'язкими 

властивостями при ( , , , ) 0i i ij ij     . 

Повний тензор зв'язку напружень зі 
швидкостями деформацій при русі сипучого 
середовища залежить від вузьких властивостей 
і набуває вигляду [10]: 
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де , , , , ,x y z xy xz yz     
 

– компоненти 

нормальних і дотичних напружень, 

0  
– швидкість об'ємної деформації, 

, , ,, ,xy xzx y z yz    – компоненти нормальних 

і дотичних швидкостей деформацій, 

0 , ,   – модулі об'ємної, лінійної і зсувної 

в'язкості, 
 – коефіцієнт бічного розширення (аналог 

коефіцієнта Пуассона), величина 

k визначається як функція істотного прояву 

пластичності для визначення умови  
пластичної течії середовища. В якості цієї 
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величини може бути використано 
модифікований критерій переходу у пластичний 
стан (умова руйнування суцільності Кулона-
Мора) [7]: 

03( [ ] [ ])
 

3 [ ]

n csin os
k

sin

   




 

 
 

де 
n – нормальне напруження на площині 

ковзання; 

 – коефіцієнт внутрішнього тертя сипкого 

матеріалу; 

0 – напруження початкового зсуву матеріалу. 

Обґрунтованість наведених вище рівнянь 
зв'язку компонент швидкостей деформацій з 
компонентами напружень ґрунтується  
на результатах досліджень І.І. Блехмана [2], в 
яких наводиться підтвердження того, що  
при русі сипучого середовища  
основною механічною характеристикою є 
модуль в'язкості. При цьому пропоноване 
деякими з наведених вище авторів 
використання рівняння Нав'є-Стокса  
не може бути прийнятим в силу наступних 
причин: 

– рівняння Нав'є-Стокса складено в 
Лагранжеві постановці, що не дозволяє 
отримати рішення для конкретної форми 
ємності, що обмежує середовище; 

– рішення рівняння Нав'є-Стокса можна 
отримати при дуже істотних обмеження і 
спрощеннях. 

Для статичної постановки завдань 
замість рівнянь (1.6) використовуються 
рівняння повного тензора напружень або його 
девіатора.  

Причому за відсутності скільки-небудь 
істотних величин швидкостей деформацій 
беруться до уваги лише такі властивості 
сипучого середовища як коефіцієнти 
внутрішнього і зовнішнього тертя, початкове 
напруження зсуву і форма поверхонь, де 
відбувається контакт сипучого середовища з 
обмежуючими абсолютно твердими тілами 
(стінками, тілами).  

Для просторового випадку в  
декартовій системі координат такий тензор має 
вигляд: 

x xy xz

xy y yz

xz yz y

T

  

  

  

   (1.7) 

При цьому використовуються 
співвідношення між компонентами напружень 

для двох типів сипучого середовища: ідеально 

сипучого (
0 0  ) і зв'язного сипучого 

( 03( [ ] [ ])
 

3 [ ]

n csin os
k

sin

   




 

 
) середовища. 

Для кожної з них розглядаються два види 
станів: докритичне, для ідеально сипучої –

m n tg    і для зв'язкової –

03( [ ] [ ])
 

3 [ ]

n
m

sin os

sin

c   







 
; позакритчне 

(початок течії) для ідеально сипучої –

m n tg    і для зв'язкової –

03( [ ] [ ])
 

3 [ ]

n
m

sin os

sin

c   







 
. 

Крім того, для наведених вище типів 
сипучого середовища повинні розглядатися  
два випадки співвідношень між компонентами, 
які визначаються місцем розташування  
об’єму: на відстані від стінок ємності або тіл 
(одні співвідношення рухливості), в 
безпосередньому контакті зі стінками  
або поверхнею тіл (інші співвідношення 
рухливості). Вони враховують кут  
зовнішнього тертя сипучого середовища на 
поверхні контакту і форму цієї поверхні,  
з якої випливають співвідношення, які 
визначають косинуси кутів нахилу нормалі до 
поверхні по відношенню до відповідних осей 
координат. 

Виходячи з вищевикладеного, для 
отримання співвідношень між  
компонентами напружень в статиці в 
докритичному стані зв'язок між компонентами 
тензора напружень виразиться через 
коефіцієнти рухливості.  

При цьому слід взяти до уваги, що 
зазвичай для статики сипучих середовищ 
виводяться співвідношення між головними 
напруженнями, однак з огляду на те, що у всіх 
випадках найбільшим головним напруженням 
буде вертикальна компонента, то можна 
прийняти, що: 

1 2 3, ,y z y        , 

де 
1 2 3, ,   – компоненти найбільшого, 

середнього і найменшого нормальних 
напружень; 

, ,y x z   – компоненти нормальних 

напружень відповідно до прийнятого 
розташуванням системи координат, які 
представлені на рис.1.  
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       в 

Рис. 1 Схема виділеного елемента сипучого середовища – а;  
тіла– б і контейнера з сипучим середовищем і тіл–в 

 

Величину найбільшого головного 
напруження визначають залежністю [11,12]: 

1 0y y g    ,  (1.8) 

де y –поточне значення глибини шару 

сипучого середовища, 

0 – початкове значення щільності (насипний), 

g –прискорення вільного падіння. 

Перпендикулярні до найбільшого 
головного напруження компонент нормальних 
напружень визначаються з використанням 
коефіцієнтів бічного розширення і коефіцієнтів 
рухливості. 

Не вдаючись у подробиці викладок 
залежностей коефіцієнтів рухливості сипучого 
середовища, можна привести кінцеві 
залежності таких коефіцієнтів, які представлені 
Р.Л. Зенковим [13]. 

Для ідеально сипучого середовища, яке 
не обмежене контактними умовами, коефіцієнт 

рухливості у докритичному стані з урахуванням 
критерію початку руху виражається залежністю: 

2 2

2 2

1 1 ( )
;

1 1 ( )
i i

f f tg tg
m m

f f tg tg

 

 

   
 

   

,        (1.9) 

де f – коефіцієнт внутрішнього тертя сипучого 

середовища (Рис. 2). 
Для зв'язного сипучого середовища, 

необмеженого контактними умовами, 
коефіцієнт рухливості в докритичному стані з 
урахуванням критерію початку руху має вигляд: 

0 0

2 2

2( ) 2( )
1 ; 1

( 1 ( ) ) ( 1 )

n n

n n

tg f
m m

tg tg f f

    

   

 
   

   

,        (1.10) 

де 2 2 2

n x y z     
 

напруження, 

нормальне до поверхні можливого ковзання 
(Рис.2). 
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Рис. 2 Залежність коефіцієнта рухливості ідеально сипучого середовища 
im і зв'язного 

середовища m  від кута внутрішнього тертя і початкового напруження зсуву.  

 

В умовах контактних обмежень 
рухливості сипучого середовища вступають в 
силу ще й умови на поверхні контакту, при яких 
враховувати зовнішнього тертя (при обмеженні 
стінками або умовах обмежень на поверхні 
контакту з твердими тілами). У цьому випадку 
також існують два види виразів рухливості: 
ідеально сипучого і зв'язного середовищ. 

Так, для ідеально сипучого середовища 
коефіцієнт рухливості визначається 
залежністю: 

2 2 2

1

1

1 2 2 (( ) 1)(( ) ( ) )
ism

tg tg tg tg   


   

,(1.11) 

де 
1  

– кут зовнішнього тертя сипучого 

середовища до поверхні матеріалу, з яким вона 
контактує (Рис. 3). 

Для зв'язного сипучого середовища в 
умовах контактних обмежень коефіцієнт 
рухливості визначається як: 

2 2 20 0
1

1

2 (( ) 1)( ( ) ) 2( ) 1

sm

tg tg tg tg tg tg
 

 
     

 


   

        
   

,  (1.12) 

 

де 
  

– проекція середнього нормального 

напруження до нормальної поверхні,  

з якою контактує сипуче середовище, яке 
відповідно, представлене на рисунку 3.  

  
 

Рис. 3 Графіки залежності коефіцієнта рухливості ідеально сипучого
ism і зв'язного 

сипучого
sm  середовищ при контактних обмеженнях в залежності від кутів внутрішнього і 

зовнішнього 
1 тертя, середнього нормального напруження

 і початкової напруги 

зсуву
0 . 

Проекція середнього нормального 
напруження до нормальної поверхні контакту 
визначається залежністю: 

2 2 2

x y z         ,   

де , ,x y z     – компоненти проекцій 

нормальних напружень до поверхні твердого 
тіла. 

, ,x xc c y yc c z zc cl m n          ,   (1.13) 

де 
cl ,

cm ,
cn – косинуси кутів нахилу нормальні 

до контактної поверхні до відповідних осей 

координат: cos( ), cos( ), cos( )c c cl x m y n y     . 

Для визначення компонент проекцій 
нормальних напружень до поверхні контакту з 
твердим тілом (стінкою) необхідно спочатку 
визначити компоненти нормальних напружень 

x і
z

 
в необмеженому контактними 

поверхнями сипучому середовищі. Компоненти 
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напружень, які виникають в сипучому 
середовищі, де немає обмежень по контакту з 
твердими поверхнями, визначаться 
залежностями: 

– для ідеально сипучого 

середовища: 0 0;xi i zi iy g m g y m     ;  

– для зв'язного середовища:       

                 
0 0;x zy g m g y m     .     (1.14) 

Для випадку обмеження контактної 
взаємодії з тілами або стінками необхідно 
визначити косинуси кутів нахилу нормалі до 
контактної поверхні.  

Ці величини визначаються на підставі 
елементарних понять аналітичної або 
диференціальної геометрії відповідно до 
залежностей: 

                               

2 2 2 2 2 2

2 2 2

; ;
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,
( ) ( ) ( )

y cx c
c c

x c y c z c x c y c z c

z
c

x c y c z c

ff
l m

f f f f f f

fc
n

f f f


 

         




    

            (1.15) 

де ( , , )cf f x y z чи ( , , )kf f    –

рівняння неявного виду форми поверхні, що 
обмежує стінки 

cf , тіла –
kf . 

Якщо для конкретного випадку в якості 
обмежувальної стінки прийнята циліндрична 
поверхня (відповідно до рис. 1), і з огляду на те, 

що поздовжною віссю симетрії є вісь z , то 

рівняння такої поверхні має вигляд 
2 2 2

cf R y x   , де R – радіус циліндра і 

косинуси кутів нахилу нормальні чи приймуть 
вигляд (при вираженні x  через y ): 

                               

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2
; ; 0

4 4( ) 4 4( )
c c c

R y y
l m n

y R y y R y


    

   
 .              (1.16) 

Для простоти викладення, якщо прийняти 
форму поверхні тіл у вигляді сфери, то її 
рівняння буде мати вигляд: 

2 2 2 2

k kf r       , де 
kr – радіус 

сфери тіл, після чого косинуси кутів нахилу 
виразяться: 

 

                     
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
; ; .

4 4 4 4 4 4 4 4 4
k k kl m n

  

        
     

          

(1.17) 

Тоді (1.13) тіло прийме вигляд: 

       

2 2 2

         ,         

де  

, ,     – компоненти проекцій 

нормальних  напружень  до  поверхні   твердого 
 

тіла.
 

        
, ,x k y k z kl m n          , 

Компоненти напружень, які виникають в 
сипучому середовищі, яке обмежене контактом 
з твердими поверхнями, визначаться 
залежностями: 

– для ідеально сипучого середовища: 

                                 

0 0 0

0 0 0

; ; ;

; ; ;

x i c x i is c z i is c

x i k x i is k z i is k

y g l y g m m g y m n

y g l y g m m g y m n

  

  

     

     

  

  
                                  (1.18) 

– для зв'язного середовища: 

                                    

0 0 0

0 0 0

; ; ;

; ; ;

x i c x i s c z i s c

x i k x i s k z i s k

y g l y g m m g y m n

y g l y g m m g y m n

  

  

     

     

  

  
.                   (1.19) 

Крім всіх викладених функцій, повинна 
бути введена функція зміни щільності сипучого 
середовища в залежності від змін напруженого 
стану. Зміна щільності сипучого середовища 
може бути визначено з використанням 

емпіричної залежності зв'язку у вигляді  
функції зміни гідростатичної складової 
нормальних напружень та максимального 
дотичного напруження [11,14]: 



                                                                                            

112 

№ 3 (90) 

2018 

Вібрації в техніці 

та технологіях 

 

0 0

1
(1 ), , (1 )

3 2

x y z

m m m mb g y m
  

      
 

       , (1.20) 

де 
m , 

m – гідростатичне і максимальне 

дотичне напруження, відповідно, 

b – емпіричний коефіцієнт; 

0 – початкова щільність сипучого середовища. 

При цьому повинні використовуватися 
компоненти напружень для кожного 
конкретного випадку типу сипучого середовища 
та умов його обмеження контактними умовами. 

До наведених співвідношень, які 
відносяться до статики і динаміки сипучого 
середовища, слід додати рівняння, які 
характеризують інерційну поведінку тіл. 

Перша характеристика тіла – це її 
інерційність. У разі поступального руху (без 
урахування обертального руху тіл щодо будь-
якої осі або точки, що належить їй) є її маса. 
Маса тіла у загальному випадку виражається 
залежністю: 

( , , ) ,k

V

M dV dV d d d        .(1.21) 

У найпростішому випадку сталості 
щільності і відомої форми тіла її маса 
виразиться залежністю, наприклад, для 

кулі:
34 / 3k kM r  . До другої 

характеристики тіл слід віднести її геометричну 
форму, розміри і коефіцієнт (кут) зовнішнього 
тертя тіла по сипучому середовищу, а також 
сипкого середовища по стінці контейнера. 

Такими є вихідні положення для 
визначення координат тіл в сипучому 
середовищі при статичному його стані, а також 
при його русі і, відповідно, можливих 
переміщень тіл у сипучому середовищі. 

2. Статична рівновага тіла у сипучому 
середовищі. 

У загальному випадку умови взаємодії тіл 
з сипучим середовищем в контейнері 
представлені на рисунку 4. На кожне тіло з 
мірою інертності у незбуреному стані (стані 
спокою тіла і середовища) діє сила тяжіння 

kM g , сила, викликана тиском 

середовища ksF  (для тіла без контактних 

взаємодій зі стінками), а на тіло, яке 

знаходиться в пристіночному шарі –
kM g , 

kssF , kcN . При такому визначенні, можуть бути 

складені умови рівноваги тіла для наведених 
загальних випадків в залежності від механічних 
властивостей сипучого середовища і матеріалу 
тіла, геометричних характеристик (розмір, 
форма поверхні) як тіла, так і стінок 
контейнера, а також геометричних координат 
розташування тіла. 

Так, для тіла, вільного від контактних 
взаємодій (друге з виразів ґрунтується на 
використанні поверхневого інтеграла першого 
роду): 

1 2 0,k ks ksM g F F    

1 2

1 1 2 2 1 10 0( , ) ( , )
( ) , ( ) , , .

k k
ks ksf f

s s

F ds F ds ds d d ds d d        
     

  
      (1.22) 

Залежно від знака першого з рівнянь 
(1.22) тіло буде розташовуватися на поверхні 
(або переміщуватись до поверхні), при 

1 2 0k ks ksM g F F  до встановлення 

рівноваги, або буде занурюватися вниз при 

1 2 0k ks ksM g F F  , знову таки, до 

встановлення рівноваги. Функції 
 повинні 

бути прийняті відповідно до виразів (1.18), 
(1.19) з урахуванням (1.17), (1.14), (1.13) в 
залежності від типу сипучого середовища, а 

kM  – виходячи з (1.21). З огляду на 

вищевикладене, кінцеві вирази для (1.22) 
матимуть досить громіздкий вигляд, а їх 
рішення (які передбачають використання 
чисельних методів) не представляються в 
кінцевому вигляді в силу обмеженості обсягу 
публікації. 

Для тіл, які знаходяться в контактній 
взаємодії зі стінками. 

Перш ніж записати кінцеві рівняння 
можливих рухів тіл у пристінному положенні, 
необхідно ввести поняття товщини пристінного 
шару. Можна без особливих доказів ввести 

товщину шару як величину 2c sk r  , 

де 
sr – максимальний розмір частки сипучого 

середовища, 

1k – коефіцієнт, що характеризує 

перевищення товщини пристінного шару над 
максимальним розміром частинки (вимагає 
експериментального визначення). При цьому, у 
рівняннях (1.16) слід прийняти замість R  
величину 

cR  . 
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Рис. 4 Схематичне представлення взаємодії тіл із сипучим середовищем 

З огляду на це, можна записати два 
можливі випадки порушення рівноваги (початку 
руху) тіл – ковзання по стінці або кочення по 
стінці (обертання навколо миттєвого 

центру rO ). 

Перша умова – умова ковзання тіл по 
поверхні  стінки  –  сума  проекцій   всіх   сил  до 
 

 
 

нормальної поверхні стінки, помножених на 

коефіцієнт тертя ковзання тіл по стінці –STF , 

повинна бути меншою проекції на дотичну до 
поверхні тих же сил 

SFk , а саме: STF SFk . 

Вирази для проекцій сил, наведених 
вище, визначаються наступним чином: 
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.    (1.23) 

Друга умова – це умова кочення тіл по 
стінці контейнера, яке виникає у разі, коли 
момент сил (щодо миттєвого центру 

обертання rO ) перевищує момент сил  

відносно того ж центру, що діють в  
іншому напрямку. При цьому, необхідно 
дотримуватися додаткової умови  

STF SFk .  

у цьому випадку крутний момент 

визначиться різницею 
k kSFnh r SFnf r , де 

SFnh  – сума проекцій на нормаль до поверхні 

стінки контейнера, приведена до центру мас 
(імовірно 

kr ), діючих в одному напрямку 

0  , SFnf – сума проекцій на нормаль до 

поверхні стінки контейнера, приведена до 

центру мас (імовірно
kr ), діючих в 

протилежному напрямку 0  . 
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Вирази для проекцій сил, наведених вище, визначаються наступним чином: 
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(1.24) 

Таким чином, отримані рівняння (1.20-
1.24) спільно з (1.13), (1.14), (1.17), (1.18), 
(1.19), (1.21) визначають статичний стан 
сипучого середовища різного типу в контейнері 
у залежності від механічних властивостей 
середовища, геометричних розмірів і форми 
контейнера, а також статичні умови рівноваги 
абсолютно твердих тіл, що знаходяться в 
ньому, або його порушення в залежності від їх 
властивостей, геометричних розмірів і форм, а 
також механічних властивостей сипучого 
середовища. При цьому розглянуті випадки 
можливих переміщень абсолютно твердих тіл, 
що знаходяться в безконтактному зі стінками 
положенні і в безпосередньому контакті з 
твердими стінками контейнера. 

Висновки. У статті наведено вихідні 
положення для вирішення завдання по 
коливальному руху сипучого середовища в 
контейнерах з абсолютно твердим тілом і 
кінцеві рівняння, що визначають статичний 
стан, які є вихідними для вирішення рівнянь 
динаміки. 
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СТАТИКА И ДИНАМИКА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
АБСОЛЮТНО ТВЕРДЫХ КОНКРЕЦИЙ С 

СЫПУЧЕЙ СРЕДОЙ 
 
В статье приведен анализ 

формализации статики сыпучей дискретной 
среды, а также находящихся в ней абсолютно 
твердых тел. На основе проведенного 
анализа предложена формализация сыпучей 
среды в виде вязко-пластичной модели тела 
Бингама. 

Полученные уравнения могут быть 
использованы для определения распределения 
напряжений и плотностей сыпучей среды с 
различными механическими свойствами и 
давления сыпучей среды на стенки емкости 
произвольной геометрической формы. 
Приведенные условия равновесия и его 
нарушения для абсолютно твердых тел, 
которые находятся в сыпучей среде, 
позволяют определить их возможные 
перемещения при неподвижной среде. 
Основной целью получения приведенных выше 
уравнений является их использование  
при решении задачи о перемещениях 
конкреций, находящихся в контейнере, 
который приводится в колебательное 
движение в качестве начальных  
условий.  

Ключевые слова: сыпучая дискретная 
среда, компоненты напряжений, плотность 
сыпучей среды, подвижность сыпучей среды, 

статика сыпучей среды, абсолютно твердое 
тело, ограничивающая поверхность, условия 
контакта.  

 
STATICS AND DYNAMICS OF INTERACTION 
OF SOLID CONCRETIONS WITH GRANULAR 

MEDIUM 
 

The article presents an analysis of the 
formalization of the statics of a granular discrete 
medium, as well as solid concretions in it. Based 
on the analysis, a formalization of the granular 
medium in the form of a viscous plastic model of 
the Bingham solid has been proposed. The 
equations obtained can be used to determine the 
distribution of stresses and densities of a granular 
medium with various mechanical properties and 
the pressure of a granular medium to the walls of a 
container of arbitrary geometric shape.The above 
equilibrium conditions and equilibrium violation for 
concretions that are found in a granular medium 
allow one to determine their possible 
displacements in a stationary medium too. The 
main purpose of obtaining the above equations is 
to use them when solving the problem of the 
movement of concretions in a container that is 
driven into an oscillatory motion. 

Keywords: granular discrete medium, 
stress components, the density of the granular 
medium, the mobility of the granular medium, 
staticsof granular medium, solid concretion, 
bounding surface, contact conditions. 
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