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ПЕРЕДМОВА

Широке  впровадження засобів обчислювальної техніки  у  всі галузі діяльності людини безпосередньо пов’язане  з  обміном та використанням інформації. Інформація є головним чинником науково-технічного прогресу та подальшого розвитку людства. Вона – запорука успіху як країни в цілому, так і окремої людини. Той, хто володіє інформацією, той може приймати правильні та обгрунтовані рішення.

Питання, пов’язані з теорією інформації та кодування, відігра-ють дуже важливу роль у підготовці фахівців з інформатики та обчислювальної техніки і входять до програми підготовки фахівців з таких бакалаврських напрямків: 6.0804 – комп’ютерні науки; 6.0907 – радіо-техніка; 6.0910 – електронні апарати; 6.0914 – комп’ютеризовані системи, автоматика  і  управління; 6.0915 – комп’ютерна інженерія;  6.0924 – телекомунікації; 6.0925 – автоматизація та комп’ютерно-інтегровані технології.

Підручники, навчальні посібники та монографії  з  цієї тематики, які вийшли з друку  за останній час, містять дещо застарілий матеріал, мало ілюстровані прикладами розв’язання задач з теорії інформації та кодування. У той же час  помітно зросла зацікавленість у знаннях з цих питань з боку фахівців, які працюють у галузях науки та виробництва,  пов’язаних зі збором, перетворенням, обробкою  та  передачею інформації. 

Метою навчального посібника  “Теорія інформації та кодування в задачах ” є спроба наблизити теоретичні аспекти теорії інформації та кодування до їх практичного використання в розробках систем та пристроїв збору, передачі, та обробки інформації, надати можливість студентам та фахівцям достеменно розібратися у процесах кодування та стиснення повідомлень, засвоїти основні положення  оцінки кількості інформації, яка міститься у повідомленнях, що передаються та зберігаються. Посібник містить багато прикладів розв’язання задач, розбір яких дасть можливість краще засвоїти основні положення теорії інформації та кодування.

До посібника увійшли матеріали , які були одержані авторами під час багаторічного викладання дисципліни “Теорія інформації та кодування” у Національному технічному університеті  України “Київський політехнічний інститут” та Житомирському інженерно-технологічному інституті.

Розділи  5,6,7,9,11,12  написані  доктором технічних наук,  професором  Ю.П.Жураковським,  розділи  1,2,3  – кандидатом технічних наук,  доцентом  В.В.Гніліцьким,  розділи  4,8  написані ними разом, а розділ 10 –  Ю.П.Жураковським та кандидатом технічних наук, доцентом  В.П.Полтораком. Загальне коректування та узгодження матеріалу виконано  В.В.Гніліцьким. 

Посібник може стати у нагоді викладачам і студентам вищих навчальних закладів як допоміжний матеріал для засвоєння дисципліни  “Теорія інформації та кодування”.

Побажання та зауваження щодо посібника просимо направляти за адресою:  10005,  м.Житомир,  вул. Черняховського,  103,  Житомирський  інженерно - технологічний  інститут. 

ВСТУП

Швидкий розвиток суспільства, прискорення темпів науково-технічного прогресу, що стало дуже помітним останнім часом, призвели до значного збільшення  обсягів інформації.

Інформація, що використовується у сучасних автоматизованих системах управління, має, як правило, цифрову форму, оскільки навіть аналогові сигнали, що породжуються відповідними датчиками, піддаються аналого-цифровому перетворенню. Тож, більшість джерел можна вважати дискретними. Саме такі джерела вивчаються у першому розділі. Розглядаються їх інформаційні характеристики ( кількість інформації, що в середньому несе один символ, продуктивність, надмірність ), аналізується взаємодія двох джерел. 

Другий розділ присвячений кодуванню повідомлень нерівномірними ефективними кодами Шеннона-Фано та Хаффмена: їх потенційним можливостям, правилам побудови, порівнянню, підвищенню ефективності, безпосередньо кодуванню повідомлень немарковських та найпростіших марковських джерел.

У третьому розділі розглядаються моделі дискретних каналів зв’язку. Наводиться їх коротка класифіація, даються вирази для розрахунку інформаційних та ймовірносних характеристик. Значна увага приділяється розрахункам показників для моделей із групуванням помилок – вони більш адекватно відображають процеси, що мають місце у реальних  каналах  зв’язку.  

Четвертий  розділ присвячений класифікації кодів, визначенню їх основних характеристик, а п’ятий  –  рівномірним двійково-десятковим та двійковим рефлексним кодам, які найчастіше виконують роль первинних кодів.

Останнім часом набули поширення штрихові коди, які використовуються для ідентифікації товарів у всіх галузях промисловості, медицині, торгівлі тощо. У шостому розділі наведений опис декількох штрихових кодів, які рекомендовані Європейською асоціацією з нумерації товарів і зараз використовуються в усьому світі.

При передачі повідомлень по каналах зв’язку під дією завад вони спотворюються, у них виникають помилки. Тому повідомлення необхідно закодувати завадостійким кодом. Якщо передача інформації ведеться за допомогою систем передачі даних з використанням зворотного зв’язку, то для завадостійкого кодування можна застосувати коди, що виявляють помилки. У цьому разі система передачі при  виявленні помилки дає запит на повторення прийнятого з помилкою  повідомлення. З огляду на вище викладене,  у  сьомому  розділі розглядаються двійкові коди, що виявляють помилки.

У тому разі, коли для передачі повідомлень нема можливості використати систему передачі даних зі зворотним каналом зв’язку, застосовують коди, що виправляють помилки. Кількість помилок, яку необхідно виправити, визначається інтенсивністю завад у каналі та вимогами до якості повідомлень, що передаються, з точки зору їх достовірності, з боку одержувача повідомлень. Питанням кодування повідомлень двійковими кодами, що виправляють помилки, присвячені два наступні розділи: восьмий – систематичним та несистематичним кодам, що виправляють однократні помилки; дев’ятий – циклічним кодам, що виправляють одну  і  більшу кількість помилок.

Крім двійкових, існують недвійкові коди, які відрізняються від перших більшою кількістю символів алфавіту ( його потужністю ). Збільшення потужністі алфавіту коду дає деякі переваги недвійковим кодам перед двійковими: збільшення кількості інформації, що припадає на один елемент кодової комбінації; скорочення кількості елементів кодової комбінації; збільшення швидкості  коду тощо. Саме недвійкові коди, які, слід зауважити, мало висвітлені у навчальній літературі, розглядаються у  десятому розділі.

Стиснення повідомлень при передачі даних дещо відрізняється від їх стиснення при архівації в ЕОМ, тому  одинадцятий  розділ присвячений висвітленню способів стиснення повідомлень при їх передачі по каналах зв’язку. 

Для забезпечення можливості передачі повідомлень по лініях та каналах зв’язку за допомогою цифрових систем передачі, кожна кодова комбінація підлягає вторинному кодуванню за допомогою, так званого, “канального ( лінійного, сигнального )” коду. Тобто кожному символу кодової комбінації первинного коду або коду, що виявляє чи виправляє помилки, ставиться у відповідність сигнал канального коду. Питанням висвітлення найбільш поширених у цифрових системах канальних кодів присвячений  дванадцятий  розділ посібника.

До кожного розділу наведена велика кількість прикладів роз-в’язання задач, що дасть змогу краще засвоїти теоретичний матеріал, викладений у відповідному  розділі.

У  додатках  А  та  Б  наведені значення двійкових логарифмів цілих чисел та значення функції  – p log 2 p ,  які є необхідними при розрахунках інформаційних характеристик джерел інформації, каналів зв’язку та завадостійких кодів. У  додатку  В  наведені десяткові коди деяких країн світу, що є необхідними при самостійному розв’язанні задач штрихового кодування.

1. ДИСКРЕТНІ ДЖЕРЕЛА ІНФОРМАЦІЇ

1.1. Теоретичні положення
Дискретне джерело інформації  – це таке джерело, яке може виробити ( згенерувати ) за скінчений відрізок часу тільки скінчену множину повідомлень. Кожному такому повідомленню можна співставити відповідне число, та передавати ці числа замість пові-домлень.

Дискретне джерело інформації є достатньо адекватною інфор-маційною моделлю дискретних систем, а також неперервних систем, інформаційні сигнали про стан яких піддають аналого - цифровому пе-ретворенню; таке перетворення виконується в більшості сучасних автоматизованих систем управління.

Первинні характеристики дискретного джерела інформації – це алфавіт, сукупність ймовірностей появи символів алфавіту на виході дискретного джерела та тривалості символів.

Алфавіт – множина 
[image: image1.wmf]}
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 – потужність, тобто кількість різноманітних символів алфавіту.

Якщо всі ймовірності, які визначають виникнення символів на виході джерела, не залежать від часу, джерело називають стаціонарним. Ми будемо розглядати тільки стаціонарні джерела та для скорочення замість “стаціонарне джерело” будемо всюди використовувати  “джерело”. 

Для опису джерел,  які не мають пам’яті, достатньо мати значення  безумовних  імовірностей  p(xi)  виникнення  символів  xi ,  i = 1, 2, 3,…, M    на його виході.

Більшість реальних джерел інформації є джерелами з пам’ят-тю. Розподіл ймовірностей виникнення чергового символу на виході дискретного джерела з пам’яттю залежить від того, які символи були попередніми. Таке джерело інформації називають марковським, оскільки процес появи символів на його виході адекватний ланцюгам Маркова; останні в свою чергу отримали таку назву на честь  російського математика Маркова (старшого) Андрія Андрійовича (1856 – 1922), який заклав основи розділу теорії випадкових процесів.

Будемо говорити, що глибина пам’яті марковського дискретного джерела інформації дорівнює  h, ( h ( 0 ),  якщо ймовірність появи чергового символу залежить тільки від  h  попередніх символів на виході цього джерела.

Кількість інформації – одне із основних понять теорії інформації, яка розглядає технічні аспекти інформаційних проблем, тобто вона дає відповіді на запитання такого типу: якою повинна бути ємність запам’ятовуючого пристрою для запису даних про стан деякої системи,  якими повинні бути характеристики каналу зв’язку для передачі певного повідомлення тощо.

Кількісна оцінка інформації пов’язана з поняттям ентропії. Ентропія є мірою невизначеності, непрогнозованості ситуації. Зменшення ентропії, що відбулось завдяки деякому повідомленню, точно збігається з кількістю інформації, яка міститься в цьому повідомленні. 

Для дискретного немарковського ( без пам’яті ) джерела інформації ентропія 
[image: image3.wmf]H

 визначається за таким виразом:
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Зазначимо, що 
[image: image5.wmf]H

 не залежить від того, якими є випадкові події або величини ( якщо 
[image: image6.wmf]i

x

 – випадкова величина ), а визначається тільки значеннями ймовірностей. Це означає, що ентропія є характеристикою розподілу ймовірностей.

Значення 
[image: image7.wmf]H

 показує, яку кількість інформації в середньому дає поява одного символу на виході дискретного джерела інформації. Ця міра запропонована американським математиком і інженером Клодом Шенноном.

Якщо основа логарифма в (1.1) дорівнює двом, то одиниці вимірювання  H, а також кількості інформації називають бітами або двійковими одиницями.

Ентропія дискретного розподілу ймовірностей завжди невід’ємна і набуває максимального значення  H max , коли всі 
[image: image8.wmf])
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 мають однакові  значення:
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В цьому разі маємо міру кількості інформації, яку ще до Шеннона було запропоновано англійським математиком Р.Хартлі. Підставимо (1.2)  в  (1.1), отримаємо 



        
H  =  H max =  log 2 M .
  
              (1.3)

Значення  H max  збігається з кількістю двійкових комірок па-м’яті, які необхідно мати, щоб зафіксувати за допомогою двійкового коду інформацію про один із  M  можливих станів системи, або про символ, що з’явиться на виході дискретного джерела інформації.

Ентропія дорівнює нулю, якщо ймовірність появи одного з символів є одиниця ( при цьому, звичайно, ймовірність появи будь - якого іншого символа буде дорівнювати нулю ); в такій ситуації невизначеність відсутня.

Продуктивність 
[image: image10.wmf]H

 джерела інформації – це кількість інформації, що виробляється джерелом за одиницю часу:
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 – середня тривалість символу, 
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 – тривалість символу 
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x

.

Надмірність ( надлишок ) R  дискретного джерела інформації дає відносну оцінку використання потенційних можливостей джерела з алфавітом заданої потужності 
[image: image15.wmf]M

:

	R =
	H max – H
	=
	log 2 M – H
	=  1 –
	     H
	
	  (1.5)

	
	    H max
	
	   log 2 M 
	
	log 2 M 
	.
	


Надмірність може приймати значення від 0 до 1. Вона дорівнює нулю, якщо H = H max ; в цьому випадку дискретне джерело інформації буде виробляти максимально можливий інформаційний потік. Із першої теореми Шеннона виходить, що при застосуванні ефективного кодування надмірність може бути зведена практично до нуля, внаслідок чого об’єм повідомлення буде зменшено майже  в 
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Ентропія, продуктивність та надмірність – інтегральні інформаційні характеристики дискретного джерела інформації.

Розглянемо сукупність двох дискретних немарковських джерел інформації з алфавітами 
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, ентропії яких позначимо відповідно як 
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. Для спрощення будемо вважати, що всі символи мають однакові тривалості, а зміни символів на виходах обох джерел відбуваються одночасно.  Ентропії кожного з джерел знаходяться за виразом  (1.1) через безумовні ймовірності появи символів 
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 . Якщо джерела є статистично залежними, то поява, наприклад, символу 
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 на виході першого джерела дасть розподіл умовних  імовірностей  
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 виникнення символів 
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 на виході другого джерела, який у загальному випадку  буде відрізнятися від розподілу умовних ймовірностей 
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 при умові появи на виході першого джерела символу 
[image: image27.wmf]2

x

. Звичайно, в такій ситуації ентропія другого джерела буде залежити від того, який символ з’явився на виході першого джерела. Знаходиться ця ентропія через умовні ймовірності:
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Вона має назву умовної частинної ентропії та характеризує невизначеність символів на виході другого джерела при умові, що на виході першого  з’явився  символ  
[image: image29.wmf]i
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]усереднити по всіх 
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, то отримаємо середню або повну умовну ентропію: 
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[image: image34.wmf],
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де  
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 – ймовірність сумісної появи символів 
[image: image36.wmf]i
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 та  yk  на  виходах  відповідно першого та другого джерела.

Ця ентропія характеризує в середньому невизначеність символів на виході другого джерела, якщо є можливість спостерігати за появою символів на виході першого джерела.

Аналогічно визначається частинна 
[image: image37.wmf])
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 та середня ( пов-на ) 
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 умовні ентропії для першого джерела.

Якщо дискретні джерела статистично незалежні, то 

	
[image: image39.wmf],

)

(

)

/

(

k

i

k

y

p

x

y

p

=

   
[image: image40.wmf].

)

(

)

(

)

,

(

k

i

k

i

y

p

x

p

y

x

p

×

=


	     (1.8)


В цьому випадку
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[image: image42.wmf].
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Середня умовна ентропія 
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 не може перевищувати безумовну ентропію 
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; частинна умовна ентропія 
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 може бути більша, ніж 
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. Середня умовна ентропія буде дорівнювати нулю, якщо поява будь якого символу  xi, i = 1,2,3,…, M  на виході першого джерела однозначно визначає символ на виході другого джерела. Тобто, спостерігаючи за виникненням символів на виході першого джерела, будемо мати повну інформацію про послідовність символів на виході другого джерела навіть за умов недоступності цього виходу для спостереження.

Таким чином для середньої умовної 
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 ентропій мають місце співвідношення:
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Для двох визначених вище дискретних джерел можна розрахувати сумісну ентропію 
[image: image50.wmf])
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 сукупності символів 
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 або ентропію об'єднання ансамблей 
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 та 
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 : 
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Для обчислення 
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 слід мати набір або матрицю ймовірностей 
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Сума елементів 
[image: image61.wmf]k

-го рядка цієї матриці дорівнює безумовній імовірності 
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 на виході другого джерела, а сума елементів 
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-го  стовпця – безумовній ймовірності 
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Маючи безумовні ймовірності 
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 сумісної їх появи, можна обчислити умовні ймовірності 
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а далі за виразом (1.7) знайти умовні ентропії 
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. Тобто матриця (1.12) дає необхідні дані для обчислення ентропій 
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 кожного з джерел та умовних ентропій 
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Всі вище перелічені ентропії можна також отримати із матриць умовних ймовірностей 
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Ентропію 
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 системи двох джерел, користуючись виразом (1.14),  подамо у вигляді:

	
[image: image88.wmf]å

å

=

=

-

×

×

-

=

M

i

N

k

i

k

i

i

x

y

p

x

p

og

l

x

p

Y

X

H

1

1

2

)

/

(

)

(

)

(

)

,

(



[image: image89.wmf].
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Перша складова з урахуванням того, що
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 першого джерела, друга збігається з виразом (1.7) для умовної ентропії. Тобто
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Аналогічно можна показати, що 
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Якщо джерела статистично незалежні, то із виразу (1.9) виходить
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У загальному випадку 
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Для системи, що складається з 
[image: image96.wmf]S

 джерел з алфавітами 
[image: image97.wmf]S
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, ентропія визначається так:
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Звичайно, як і для двох джерел, має місце співвідношення
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де рівність має місце, коли всі джерела статистично незалежні. 

Звернемось знову до системи двох дискретних джерел. Спостерігаючи за виникненням символів на виході одного із джерел, наприклад першого, в загальному випадку будемо отримувати певну кількість інформації про появу символів на виході другого джерела. Ця інформація 
[image: image100.wmf])
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 в розрахунку на один символ буде дорівнювати зменшенню ентропії другого джерела. Оскільки початкова або апріорна ентропія другого джерела ( тобто ентропія, яка мала місце до спроби, де під спробою будемо розуміти появу символу на виході першого джерела, який є доступним ) дорівнює 
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, а залишкова або апостеріорна  ( після спроби )  ентропія буде 
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Ця величина показує, яка кількість інфомації в середньому міститься в одному символі першого джерела про виникнення символів на виході другого джерела.

Користуючись виразами для безумовної та умовної ентропій, після деяких перетворень можна отримати:
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Крім того, враховуючи  (1.16) та (1.17), будемо мати такі інтерпретації для 
[image: image105.wmf])
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Тобто кількість інформації, що містить в середньому символ на виході першого джерела про виникнення символів на виході другого джерела, дорівнює кількості інформації, яка міститься в середньому в символі на виході другого джерела про виникнення символів на виході першого. Через це 
[image: image107.wmf])
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 має назву повної взаємної інформації. Аналіз виразів  (1.22), (1.23), (1.24) показує, що рівність повної взаємної інформації нулю є необхідною і достатньою умовою статистичної незалежності джерел.

Користуючись поняттям умовної ентропії, можна отримати вираз для обчислення ентропії 
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 джерела з пам’яттю, яке має алфавіт 
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. Якщо глибина пам’яті такого джерела дорівнює 
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, а потужність алфавіту 
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, то можна вважати, що перед генерацією чергового символу джерело знаходиться в одному з 
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 станів, де під станом розуміємо одну з можливих послідовностей попередніх символів довжиною 
[image: image113.wmf]h

 на його виході.

Тоді частинна умовна ентропія 
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де 
[image: image116.wmf])
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 – умовна ймовірність появи символу 
[image: image117.wmf]i
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, якщо джерело перебуває  в  s-му  стані.

Усереднюючи
[image: image118.wmf])
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по усіх станах, отримаємо вираз для ентропії марковського джерела:
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тут 
[image: image120.wmf])
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 – ймовірність перебування джерела  в  s-му стані.

Якщо статистичні зв’язки мають місце лише між двома суміжними символами (тобто джерело має глибину пам’яті 
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), стан джерела визначається тільки попереднім символом 
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 джерела обчислюється за таким виразом:
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[image: image125.wmf]å
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Для джерела з глибиною пам’яті 
[image: image126.wmf]2
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 стан визначається парою символів 
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Аналогічно можна отримати вирази для ентропій марковських джерел при більш глибоких статистичних зв’язках.

1.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача  1.2.1

Розподіл ймовірностей появи символів на виході немарковського джерела з алфавітом 
[image: image129.wmf]X

 потужності 
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Тривалості символів   
[image: image132.wmf].
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Розрахувати ентропію, продуктивність та надмірність джерела.

Розв’язання. Користуючись виразами  (1.1), (1.3), (1.4), (1.5), знаходимо:

4) ентропія 
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2) середня тривалість символу
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3) продуктивність
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4) надмірність

        R = 1 – 2,058 / log 2 5  =  0,114 .

Задача  1.2.2

Маємо два дискретних немарковських джерела інформації з алфавітами 
[image: image136.wmf]}
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 з такими розподілами ймовірностей появи символів:
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Не розраховуючи ентропії джерел, дати відповідь, яке з них має більшу ентропію.

Розв’язання.  Оскільки розподіл імовірностей появи символів на виході джерела з алфавітом 
[image: image139.wmf]Y

 є більш близьким до рівноймовірного, ентропія цього джерела буде більшою, ніж джерела з алфавітом 
[image: image140.wmf]X

.

Розрахунки підтверджують цей висновок:
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Задача  1.2.3

Матриця ймовірностей сумісної появи символів на виходах двох немарковських джерел з алфавітами 
[image: image142.wmf]}
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 має вигляд:
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Визначити, яке з джерел має більшу ентропію та чи є джерела статистично незалежними.

Розв’язання. Для відповіді на перше запитання розрахуємо, користуючись виразами (1.13), безумовні ймовірності появи символів на

виходах першого та другого джерел:

p(x1) = 0,0336 + 0,3150 + 0,0714 = 0,42 ;

p(x2) = 0,0264 + 0,2475 + 0,0561 = 0,33 ;

p(x3) = 0,0200 + 0,1875 + 0,0425 = 0,25 ;

p(y1) = 0,0336 + 0,0264 + 0,0200 = 0,08 ;

p(y2) = 0,3150 + 0,2475 + 0,1875 = 0,75 ;

p(y3) = 0,0714 + 0,0561 + 0,0425 = 0,17 .

Тепер можемо знайти ентропії джерел за виразом (1.1):
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Таким чином, джерело з алфавітом 
[image: image146.wmf]X

 має більшу ентропію, ніж джерело з алфавітом  
[image: image147.wmf]Y

.
Відповідь на друге запитання можна отримати різними способами. По-перше, оскільки вже відомі значення ентропій 
[image: image148.wmf])
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[image: image149.wmf])
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, доцільно перевірити, чи виконується рівність (1.18).  Для цього розрахуємо сумісну ентропію 
[image: image150.wmf])
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. Підставивши   чисельні значення ймовірностей у вираз (1.11), отримаємо:
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Оскільки 
[image: image152.wmf])
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, джерела є статистично незалежними.

Другий спосіб базується на перевірці виконання співвідношень 
[image: image153.wmf])
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  для всіх пар символів:

p(x1) ( p(y1) = 0,42(0,08 = 0,0336 ;
p(x2) ( p(y1) = 0,33(0,08 = 0,0264 ;
p(x3) ( p(y1) = 0,25(0,08 = 0,0200 ;

p(x1) ( p(y2) = 0,42(0,75 = 0,3150 ;
p(x2) ( p(y2) = 0,33(0,75 = 0,2475 ;
p(x3) ( p(y2) = 0,25(0,75 = 0,1875 ;
p(x1) ( p(y3) = 0,42(0,17 = 0,0714 ;
p(x2) ( p(y3) = 0,33(0,17 = 0,0561 ;
p(x3) ( p(y3) = 0,25(0,17 = 0,0561 .
Як і слід було очікувати, розраховані ймовірності цілком збігаються із відповідними значеннями ймовірностей 
[image: image154.wmf])
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 сумісної появи символів, що наведені в умовах задачі.

Найбільш універсальним способом оцінки статистичної залежності джерел є обчислення повної взаємної інформації 
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. Аналізуючи вираз (1.23), легко зрозуміти, що для джерел цієї задачі 
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Ще один спосіб розв’язання задачі базується на аналізі матриці умовних імовірностей. Розрахуємо, наприклад, умовні ймовірності 
[image: image159.wmf])
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, користуючись виразом 
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Всі елементи кожного стовпця однакові і дорівнюють безумовній ймовірності 
[image: image162.wmf])
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 появи відповідного символу 
[image: image163.wmf]i

x

. Це означає, що ймовірність появи символу на виході першого джерела  не залежить від символу на виході другого джерела. Можна переконатись, що i в матриці умовних ймовірностей 
[image: image164.wmf])
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 всі елементи кожного стовпця будуть однаковими і дорівнювати 
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Задача  1.2.4

Маємо три  дискретних немарковських джерела інформації з алфавітами 
[image: image166.wmf]}
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. Матриці ймовірностей сумісної появи пар символів є такими:
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Визначити, між якими джерелами статистичний зв’язок найбільший, а між якими найменший.

Розв’язання. Для відповіді на поставлене запитання треба знайти значення повної взаємної інформації для всіх пар джерел, та порівняти їх. Найпростіше в даному разі користуватись виразом
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Щоб обчислити безумовні ентропії кожного з джерел, знайдемо безумовні ймовірності появи символів на виході джерел за виразом (1.13):
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Слід зазначити, що значення кожної з ймовірностей можна отримати двома шляхами. Так 
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 є сумою елементів відповідних ря-дків першої матриці, або елементів стовпців третьої матриці. Це означає, що матриці, наведені в завданні, відповідним чином узгоджені.

Розрахуємо ентропії джерел, користуючись  (1.1):

H(X) = 1,157 біт ;  H(Y) = 0,971 біт ;  H(Z) = 1,0 біт .

Далі за виразом (1.11) знаходимо сумісні ентропії:
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Нарешті отримаємо:
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Рівність нулю 
[image: image176.wmf])
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 означає, що джерела з алфавітами 
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 статистично незалежні. Найбільший статистичний зв’язок має місце між джерелами з алфавітами 
[image: image179.wmf]Y

 та 
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, оскільки 
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 має найбільше значення.

Задача  1.2.5

Маємо три дискретних немарковських джерела з алфавітами 
[image: image182.wmf]}.
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 Ймовірності сумісної появи символів мають такі значення:

p ( x1,  y1,  z1 ) = 0,048;
p ( x1,  y1,  z2 ) = 0,012;
p ( x1,  y2,  z1 ) = 0,072;
p ( x1,  y2,  z2 ) = 0,162;
p ( x2,  y1,  z1 ) = 0,272;
p ( x2,  y1,  z2 ) = 0,068;
p ( x2,  y2,  z1 ) = 0,300;
p ( x2,  y2,  z2 ) = 0,060.
Знайти ентропії кожного з джерел, системи трьох джерел, а також повну взаємну інформацію для кожної пари джерел.

Розв’язання. Щоб знайти ентропію кожного з джерел, розрахуємо ймовірності появи символів на виході джерел згідно з виразами:
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Маємо такі значення:

     p ( x1) = 0,3;      p ( x2) = 0,7;
    p ( y1) = 0,4;
p ( y2) = 0,6;
p ( z1) = 0,692;
p ( z2) = 0,308.
Знаходимо ентропії джерел:

H(X) = 1,8813 біт ;  H(Y) = 0,971 біт ;  H(Z) = 0,8909 біт .

Щоб обчислити повну взаємну інформацію, знайдемо ентропії 
[image: image189.wmf]),
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 для чого розрахуємо ймовірності сумісної появи пар символів, користуючись виразами типу:
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Маємо
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[image: image193.wmf].

128

,

0

18

,

0

572

,

0

12

,

0

)

,

(

)

,

(

)

,

(

)

,

(

2

2

2

1

1

2

1

1

ú

û

ù

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

z

x

p

z

x

p

z

x

p

z

x

p




За виразом (1.11) обчислюємо ентропії кожної із систем двох джерел:

H(X,Y ) = 1,7975 біт ;  H(X,Z) = 1,653 біт ;  H(Y,Z) = 1,8345 біт .

Тепер знаходимо значення повної взаємної інформації для всіх пар джерел:
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Аналогічно

	
[image: image195.wmf].

0274

,

0

)

,

(

;

1192

,

0

)

,

(

біт

Z

Y

I

біт

Z

X

I

=

=




Для обчислення ентропії системи трьох джерел скористуємось виразом  (1.20),  коли 
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Із виразу (1.16) отримаємо
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Щоб знайти  H(Z/Y,X),  необхідно розрахувати умовні ймовірності типу 
[image: image199.wmf])
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[image: image201.wmf].
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Отримаємо
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Далі знаходимо частинні умовні ентропії
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Тепер обчислимо повну умовну ентропію:
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Нарешті

	
[image: image206.wmf].

5316

,

2

7343

,

0

9162

,

0

8813

,

0

)

,

,

(

біт

Z

Y

X

H

=

+

+

=




Задача  1.2.6

Марковське дискретне джерело інформації з алфавітом 
[image: image207.wmf]}
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 та глибиною пам’яті 
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 описується такою матрицею умовних  ймовірностей 
[image: image209.wmf])
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 виникнення символу xi при умові,  що йому передував символ  xk :
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	(1.29)


Обчислити ентропію такого джерела.
Розв’язання.  Щоб розрахувати ентропію марковського джерела, необхідно знати безумовні ймовірності 
[image: image211.wmf])
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 появи відповідних символів на виході джерела. Їх можна отримати, скористувавшись рівняннями:
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Підставивши сюди значення умовних ймовірностей з матриці (1.29) та дещо спростивши, будемо мати систему лінійних рівнянь:
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Розв'язання системи дає:
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Тепер можна скористуватись безпосередньо виразом (1.27) , або ж обчислити частинні умовні ентропії для кожного стану джерела, а потім знайти ентропію марковського джерела, як математичне сподівання вищезгаданих частинних умовних ентропій. Кожна частинна умовна ентропія 
[image: image215.wmf])
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 – це ентропія розподілу умовних імовірностей, розташованих в одному з рядків матриці  (1.29).

Обравши другий шлях, будемо мати:
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Задача  1.2.7

Маємо два дискретних джерела з алфавітами 
[image: image219.wmf]}
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. Перше джерело – марковське з глибиною пам’яті h = 1. Воно описується матрицею умовних ймовірностей   

	
[image: image221.wmf]M

і

M

n

x

x

p

і

n

,...,

3

,

2

,

1

  

;

,...,

3

,

2

,

1

  

)],

/

(

[

=

=


	(1.30)


виникнення символу 
[image: image222.wmf]n

x

 при умові, що попереднім був символ 
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. Ймовірність виникнення символу 
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 на виході другого джерела залежить від того, який символ  з’явився на виході першого джерела, тобто ці ймовірності задаються матрицею
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Визначити ентропію другого джерела та повну взаємну інформацію.

Зауважимо, що ця задача моделює ситуацію, коли вихід марковського джерела з глибиною пам’яті 
[image: image226.wmf]1

=

h

 подано на вхід стаціонарного дискретного каналу без пам’яті  ( дивись розділ 3 ),  який задається матрицею перехідних ймовірностей  (1.31).

Розв’язання.  Друге джерело буде в загальному випадку марковським, більш того, глибина пам’яті цього джерела може перевищувати одиницю. Отримати вираз для ентропії через ймовірності появи символів 
[image: image227.wmf]k
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 на виході другого джерела при  цих умовах досить важко, оскільки для цього необхідно знати не тільки безумовні ймовірності 
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(

k

y

p

, але й умовні – 
[image: image229.wmf])

/

(

 

),

/

(

j

n

k

j

k

y

y

y

p

y

y

p

 тощо. Для вирішення цієї задачі краще скористуватись виразами  (1.16, 1.17), з яких можна отримати
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Ентропія 
[image: image231.wmf])
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 для марковського джерела з глибиною пам’яті 
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 знаходиться за виразом  (1.27). Розрахунок ентропії для такого джерела  при 
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  наведено  в  задачі  1.2.6.

Умовна ентропія 
[image: image234.wmf])
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 знаходиться за виразом (1.7) – значення ймовірностей 
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 є відомими. Щоб визначити умовну ентропію 
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, необхідно знати ймовірності
[image: image238.wmf])

(

k

y

p

 та 
[image: image239.wmf])

/

(

k

і

y

x

p

. Перші можна отримати таким чином:
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Для ймовірностей 
[image: image241.wmf])
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 маємо із виразу (1.14):
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Таким чином, отримали всі компоненти, щоб розрахувати всі складові правої частини (1.32).

Припустимо, що перше джерело має характеристики із задачі 1.2.6, потужність алфавіту другого джерела 
[image: image243.wmf]3
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, а матриця (1.31) має вигляд
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Послідовно виконуючи вищезгадані дії, отримаємо:

H(Y/X) = 1,073 біт ;

   p(y1) = 0,56049;  p(y2) = 0,18889;  p(y3) = 0,25062;
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H(X/Y ) = 0,671 біт .

Ураховуючи, що  H(X ) = 1,001 біт,  маємо  H(Y ) = 1,403 біт . Нарешті, повна взаємна інформація

           I (X,Y ) = H(X ) – H(X/Y ) = H(Y ) – H(Y/X ) = 0,33 біт .  
Задача  1.2.8

Маємо два немарковських дискретних джерела інформації з алфавітами 
[image: image246.wmf]{

}

,

,

,

3

2

1

x

x

x

X

=

 
[image: image247.wmf]{

}

.

,

,

3

2

1

y

y

y

Y

=

 Ймовірності появи символів на виході першого джерела
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Значення умовних ймовірностей 
[image: image249.wmf])
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 виникнення символу 
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 на виході другого джерела при умові, що на виході першого з'явився символ 
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, є такими:
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Розрахувати ентропії кожного з джерел, системи двох джерел та повну взаємну інформацію.

Розв'язання. Скористуємось формулою повної ймовірності
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для визначення ймовірностей появи символів на виході джерела з алфавітом  
[image: image254.wmf]:
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Отримані значення збігаються із значеннями ймовірностей 
[image: image256.wmf])
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. Висновок про це можна було зробити, аналізуючи матрицю (1.33). Кожний рядок і кожний стовпець має у своєму складі по одній одиниці. Це свідчить, що між символами  існує  взаємно-однозначний зв'язок. Тому



    H(X ) = H(Y ) = 1,28 біт . 

Для визначення 
[image: image257.wmf])
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 розрахуємо ймовірності 
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 сумісної появи символів 
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 за виразом (1.14):
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Тепер неважко пересвідчитись (зробіть це самостійно), що
  H(X,Y ) = I (X,Y ) = H(X ) = H(Y ) = 1,28 біт .  
1.3. Задачі  

1.3.1.  Отримати чисельні значення ентропії, продуктивності та надмірності немарковського дискретного джерела інформації з алфавітом  X  потужності  M =  4 . Значення ймовірностей  p(xi) виникнення символів та їх тривалостей  ( i ( в мілісекундах,  мс ) для різних варіантів наведені у таблиці  1.3.1.

           Таблиця  1.3.1

	№

варіанта
	p(x1)
	p(x2)
	p(x3)
	p(x4)
	(1
	(2
	(3
	(4

	1
	0,33
	0,08
	0,15
	0,44
	1,2
	0,2
	0,8
	0,5

	2
	0,21
	0,16
	0,03
	0,6
	5,4
	1,5
	2,3
	1,2

	3
	0,15
	0,27
	0,34
	0,24
	15
	7
	5
	10

	4
	0,05
	0,08
	0,11
	0,76
	8,6
	3,4
	5,8
	0,9

	5
	0,62
	0,28
	0,04
	0,06
	0,3
	0,4
	0,6
	0,8

	6
	0,17
	0,41
	0,23
	0,19
	2,6
	1,1
	0,5
	7,3

	7
	0,55
	0,15
	0,06
	0,24
	3,3
	5,1
	1,2
	1,2

	8
	0,08
	0,35
	0,27
	0,30
	0,1
	0,3
	0,5
	0,8

	9
	0,22
	0,33
	0,05
	0,40
	2,2
	1,8
	0,5
	3,0

	10
	0,62
	0,12
	0,08
	0,18
	1,8
	0,8
	0,6
	0,5

	11
	0,26
	0,14
	0,50
	0,10
	3,7
	2,1
	1,2
	1,5

	12
	0,14
	0,33
	0,27
	0,26
	0,2
	0,1
	0,5
	1,5

	13
	0,18
	0,03
	0,64
	0,15
	2,5
	1,4
	0,7
	2,2

	14
	0,37
	0,18
	0,06
	0,39
	5
	14
	8
	3

	15
	0,25
	0,15
	0,33
	0,27
	1,8
	1,2
	0,8
	0,5

	16
	0,09
	0,44
	0,28
	0,19
	36
	18
	28
	8

	17
	0,66
	0,15
	0,15
	0,04
	3,4
	5,8
	1,3
	2,5

	18
	0,22
	0,05
	0,16
	0,57
	0,5
	0,3
	0,2
	0,8

	19
	0,53
	0,24
	0,15
	0,08
	7,6
	2,1
	1,5
	8,3

	20
	0,18
	0,22
	0,25
	0,35
	2,8
	3,5
	4,8
	1,3


1.3.2.  Маємо два немарковських дискретних джерела інформації з алфавітами  X = {x1, x2, x3}  та  Y  = { y1, y2}. Чисельні значення ймовірностей  p( xi, yk) сумісного виникнення символів на виходах джерел для різних варіантів наведені у таблиці  1.3.2. Чому дорівнює ентропія системи цих двох джерел? Яке з цих джерел має більшу надмірність?  Чи є джерела статистично незалежними?

         Таблиця  1.3.2

	№

варіанта
	p ( x1, y1 )
	p ( x1, y2 )
	p ( x1, y3 )
	p ( x2, y1 )
	p ( x2, y2 )
	p ( x2, y3 )

	1
	0,15
	0,08
	0,25
	0,30
	0,16
	0,06

	2
	0,12
	0,04
	0,24
	0,18
	0,06
	0,36

	3
	0,33
	0,11
	0,06
	0,06
	0,11
	0,33

	4
	0,05
	0,08
	0,11
	0,36
	0,25
	0,15

	5
	0,22
	0,28
	0,04
	0,06
	0,15
	0,25

	6
	0,17
	0,21
	0,23
	0,12
	0,08
	0,19

	7
	0,24
	0,03
	0,03
	0,56
	0,07
	0,07

	8
	0,08
	0,08
	0,30
	0,12
	0,12
	0,30

	9
	0,12
	0,33
	0,05
	0,24
	0,15
	0,11

	10
	0,09
	0,18
	0,18
	0,11
	0,22
	0,22

	11
	0,22
	0,09
	0,18
	0,18
	0,11
	0,22

	12
	0,14
	0,28
	0,08
	0,26
	0,14
	0,10

	13
	0,42
	0,12
	0,06
	0,28
	0,08
	0,04

	14
	0,03
	0,18
	0,26
	0,26
	0,12
	0,15

	15
	0,15
	0,15
	0,43
	0,08
	0,08
	0,11

	16
	0,21
	0,08
	0,28
	0,15
	0,12
	0,16

	17
	0,16
	0,05
	0,04
	0,24
	0,06
	0,45

	18
	0,02
	0,05
	0,43
	0,02
	0,33
	0,15

	19
	0,15
	0,05
	0,05
	0,45
	0,15
	0,15

	20
	0,06
	0,03
	0,01
	0,54
	0,27
	0,09


 1.3.3.  Марковське дискретне джерело інформації має алфавіт   X = {x1, x2}. Статистичні зв’язки розповсюджуються тільки на суміжні символи ( тобто глибина пам’яті  h = 1). Чисельні значення умовних ймовірностей  p( xi / xk) та тривалостей символів  ( i  ( в мі-лісекундах,  мс )  для різних варіантів наведені у таблиці  1.3.3. Отримати чисельні значення ентропії, продуктивності та надмірності  джерела.

           Таблиця  1.3.3

	№

варіанта
	p ( x 1/ x 1)
	p ( x 2 / x 1)
	p( x1/ x2)
	p ( x 2 / x 2)
	(1
	(2

	1
	0,53
	0,47
	0,25
	0,75
	0,1
	0,3

	2
	0,22
	0,78
	0,43
	0,57
	3,3
	5,1

	3
	0,15
	0,85
	0,64
	0,36
	2,6
	1,1

	4
	0,92
	0,08
	0,84
	0,16
	0,3
	0,4

	5
	0,62
	0,38
	0,24
	0,76
	2,3
	1,4

	6
	0,59
	0,41
	0,61
	0,39
	8,6
	3,4

	7
	0,35
	0,65
	0,16
	0,84
	15
	7

	8
	0,55
	0,45
	0,97
	0,03
	5,4
	1,5

	9
	0,12
	0,88
	0,35
	0,65
	1,2
	0,2

	10
	0,58
	0,42
	0,82
	0,18
	2,8
	3,5

	11
	0,16
	0,84
	0,52
	0,48
	7,6
	2,1

	12
	0,64
	0,36
	0,83
	0,17
	0,5
	0,3

	13
	0,18
	0,82
	0,44
	0,56
	2,5
	1,4

	14
	0,80
	0,20
	0,71
	0,29
	3,4
	5,8

	15
	0,25
	0,75
	0,33
	0,67
	36
	18

	16
	0,55
	0,45
	0,11
	0,89
	0,6
	1,8

	17
	0,21
	0,79
	0,16
	0,84
	1,8
	1,2

	18
	0,95
	0,05
	0,63
	0,37
	5
	14

	19
	0,23
	0,77
	0,51
	0,49
	0,2
	0,1

	20
	0,75
	0,25
	0,84
	0,16
	3,7
	2,1


1.3.4.  Маємо два немарковських дискретних джерела інформації з алфавітами   X  = {x1, x2, x3} та Y  = { y1, y2}. Чисельні значення безумовних  p( yk) та умовних  p( yk / xi)  ймовірностей виникнення символів на виході джерела з алфавітом  Y  відомі та для різних варіантів наведені у таблиці  1.3.4. Отримати чисельні значення ентропії  H ( X , Y  )  системи цих двох джерел та повної взаємної інформації  I ( X , Y  ). Яке з цих джерел має більшу надмірність?          

         Таблиця  1.3.4

	№

варіанта
	p( y1)
	p( y2)
	p( y3)
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2. ЕФЕКТИВНЕ КОДУВАННЯ

2.1. Теоретичні положення

Ефективне або статистичне кодування застосовують для зменшення довжини повідомлення без втрат (або майже без втрат) інформації. Статистичним його називають тому, що при побудові коду враховуються статистичні (ймовірнісні) характеристики джерела інформації, а саме: довжина кодової комбінації, якою кодується символ джерела, пов’язується із ймовірністю його появи. Більш ймовірним символам джерела намагаються зіставити більш короткі кодові комбінації, тобто код буде нерівномірним. Врешті решт середня довжина кодової комбінації буде меншою ніж, наприклад, при застосуванні рівномірного коду.

Будемо розглядати тільки двійкові ефективні коди, алфавіт яких має два символи, наприклад, 0 та 1. Такі коди використовуються в переважній більшості технічних систем.

Потенційні можливості ефективного кодування визначає перша теорема Шеннона, яка для двійкових кодів формулюється так: для будь-якого дискретного джерела інформації можна розробити такий спосіб кодування, що середня довжина  
[image: image285.wmf]cep

l

 кодової комбінації двійкового коду в розрахунку на один символ джерела буде як завгодно близькою до ентропії цього джерела, вираженої в бітах, але не може бути меншою за неї.

Щоб нерівномірний код можна було застосувати для кодування послідовності символів, яка утворюється дискретним джерелом інформації, він повинен відповідати деяким вимогам. Розглянемо, наприклад, дискретне джерело з алфавітом  {x1, x 2 , x 3} та ймовірностями появи символів  p(x1) = 0,5; p(x2) = 0,4; p(x3) = 0,1. Здавалося б, що для кодування символів цього джерела можна застосувати такі комбінації: 
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Припустимо, що на виході джерела з’явилась послідовність  
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 На виході кодера, що кодує символи джерела запропонованим кодом, буде така двійкова послідовність 000101. Ця послідовність допускає декілька різних результатів декодування, а саме: 
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збігається з послідовністю, що була закодована; 
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 та 
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відрізняються від послідовності, яку згенерувало джерело. Це означає, що такий код не забезпечує однозначне декодування.

Необхідною умовою однозначного декодування нерівномірного двійкового коду є виконання співвідношення  ( нерівність Крафта )
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де 
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кількість кодових комбінацій коду;
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довжина  i - ої кодової комбінації.

Для запропонованого вище коду ця умова не виконується:
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При 
[image: image297.wmf]3
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нерівність Крафта буде виконуватись, наприклад, якщо 
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Однозначне декодування забезпечують коди, в яких жодна з більш коротких кодових комбінацій не збігається з початковою частиною кожної більш довгої кодової комбінації. Такі коди називають префіксними. У запропонованому коді кодова комбінація 0 для символу 
[image: image301.wmf]1

x

 співпадає з початком кодової комбінації 01 для символу 
[image: image302.wmf],
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 тобто цей код не є префіксним.

Побудова префіксних кодів пов’язана зі спеціальними графами, які мають назву  кодових дерев  (або просто дерев). m - ковим деревом називають граф, тобто систему вузлів і гілок (ребер), в якому відсутні петлі (замкнені шляхи) та із кожного вузла виходить не більше ніж m гілок, а в кожний вузол, крім одного (кореня дерева), входить точно одна гілка. Вузол, з якого не виходить жодної гілки, називають кінцевим, інші вузли – некінцеві. Кожній гілці приписується один символ алфавіту коду, який складається з 
[image: image303.wmf]m

 символів, при цьому різним гілкам, що виходять із одного вузла, приписують різні символи.

Кожному вузлу, крім кореня, можна поставити у відповідність кодову комбінацію, яка формується як послідовність символів, приписаних тим гілкам дерева, які утворюють шлях від кореня до даного вузла.

На рис. 2.1 зображено  двійкове  (
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)  кодове  дерево.
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Рис. 2.1. Двійкове кодове дерево

Гілкам, що виходять з вузлів ліворуч, приписано символ 1, а що виходять праворуч, – символ 0, але притримуватися такої системи необов’язково. Необхідно тільки, щоб одній з гілок, яка виходить із будь-якого вузла, відповідав символ 0, а іншій гільці, яка виходить з того ж самого вузла, – символ 1. Біля кожного вузла (крім кореня) зображено комбінацію. Комбінації, які відповідають некінцевим вузлам, підкреслені. Кодові  комбінації кінцевих вузлів  завжди утворюють префіксний код. Так, до складу коду, який відповідає кінцевим вузлам зображеного на рис. 2.1 дерева, входять комбінації: 11, 101, 1000, 010, 001, 0001, 0000. Легко пересвідчитись, що цей код є префіксним.

Включення до коду будь-якої кодової комбінації, що відповідає некінцевому вузлу, дає код, який не є префіксним. Дійсно, шлях від кореня до будь-якого некінцевого вузла завжди збігається з початковою частиною шляху від кореня до хоча б одного кінцевого вузла, а це означає, що кодова комбінація, яка відповідає цьому некінцевому вузлу буде збігатися із початковою частиною хоча б однієї більш довгої кодової комбінації. Ці ствердження справедливі для будь-якого кодового дерева. Розглянемо алгоритм синтезу нерівномірного ефективного префіксного коду, який базується на побудові кодового дерева. Цей алгоритм був запропонований у 1952 р. Д. Хаффменом, тому такі коди мають назву кодів Хаффмена. 

Припустимо, що треба розробити нерівномірний ефективний код для немарковського дискретного джерела, алфавіт якого має вісім символів: 
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Процес побудови кодового дерева є таким (див. рис.2.2). Кожному символу дерева поставимо у відповідність  кінцевий  вузол  кодового дерева. Разом з позначенням символу запишемо біля вузла значення ймовірності його появи. Для зручності пояснення вузли дерева занумеровані. Кінцеві вузли мають номери з 1-го по 8-ий. Далі вибираємо два вузли, яким відповідають найменші значення ймовірностей (це вузли 1 та 2), об’єднуємо (склеюємо) їх, в результаті чого отримуємо новий вузол (номер 9), котрому приписуємо ймовірність, що дорівнює сумі ймовірностей об’єднаних вузлів. Знову вибираємо два вузли з найменшими ймовірностями, але тепер не враховуємо вузли, що були об’єднанні (тобто вузли 1 та 2), а беремо до уваги вузол, який з’явився (вузол 9). В даному випадку це вузли 5 та 9. Об’єднуємо їх у вузол 10, та приписуємо ймовірність 0,09. Повторюємо процедуру об’єднання вузлів з найменшими ймовірностями доки не утвориться кореневий вузол. Таким чином отримуємо кодове дерево. Гілки дерева можуть перехрещуватись.
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Рис.2.2. Двійкове дерево Хаффмена

Слід зауважити, що процес побудови кодового дерева не завжди є однозначним. Так, у прикладі, що розглядається, вузол 6 об’єднано з вузлом 11, однак його можна було б об’єднати замість того з вузлом 3, оскільки і вузлу 11 і вузлу 3 приписані ймовірності 0,15. Вибір того, чи іншого варіанта побудови кодового дерева не змінює середню довжину кодової комбінації коду Хаффмена.

Щоб не захаращувати рисунок, символи двійкового алфавіту коду, що приписуються кожній гілці графа, не показані. Натомість домовимося, що гілці, яка відходить від вузла ліворуч, відповідає символ 1, праворуч – символ 0. Тепер, використовуючи побудоване кодове дерево, запишемо кодові комбінації для символів джерела як послідовності символів 0 та 1, що зустрічаються на шляху від кореня дерева до кінцевих вузлів, які зіставлені відповідним символам джерела.

Результати побудови коду занесені в таблицю 2.1, там же наведені значення довжин  li   кодових комбінацій.

Таблиця  2.1

	xi
	p(xi)
	Кодова   комбінація
	li

	x1
	0,02
	111111
	6

	x2
	0,03
	111110
	6

	x3
	0,15
	101
	3

	x4
	0,06
	1110
	4

	x5
	0,04
	11110
	5

	x6
	0,10
	110
	3

	x7
	0,20
	100
	3

	x8
	0,40
	0
	1


Розрахуємо середню довжину  
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 кодової комбінації:
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Ентропія джерела
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Відзначимо, що рівномірний код для кодування символів цього джерела буде мати довжину 
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Код Хаффмена є оптимальним ефективним кодом, тобто таким, що для джерела із заданими потужністю алфавіту та розподілом ймовірностей появи символів гарантує найменшу середню довжину кодової комбінації. Але ж у прикладі, що розглядається, середня довжина кодової комбінації побудованого за методикою Хаффмана двійкового коду перевищує ентропію на 2,49 – 2,43 = 0,06. В той же час у першій  теоремі Шеннона стверджується, що цю різницю можна зробити як завгодно малою. Яким же чином її можна зменшити? Для цього необхідно будувати ефективний нерівномірний код для кодування не окремих символів джерела, а слів (блоків) по декілька символів. Якщо будувати код для слів по два символи, то для  даного прикладу це будуть слова 
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 Таку процедуру називають укрупненням  алфавіту. По суті отримуємо нове джерело з потужністю алфавіту 64, та з розподілом ймовірностей, які будуть визначатись ймовірностями 
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 появи пар  
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 символів. Побудований для такого джерела код забезпечить середню довжину кодової комбінації в розрахунку на один символ вихідного джерела з алфавітом  
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 (питому середню довжину), що буде меншою, ніж 2,49. При збільшенні довжини слів, які підлягають кодуванню, ця питома середня довжина коду буде асимптотично наближатись до 2,43. В той же час збільшення довжини слів призводить до швидкого зростання об’єму коду. 

Інший алгоритм побудови ефективного префіксного коду був запропонований у 1948р. К.Шенноном, а трохи пізніше модифікований Р. Фано. Тому ці коди називають кодами Шеннона-Фано. Методику побудови коду Шеннона-Фано розглядаємо на прикладі дискретного немарковського джерела з алфавітом 
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 ймовірності появи символів є таким:
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Процес побудови коду ілюструється таблицею 2.2. Упорядковуємо символи джерела по незростанню значень ймовірностей їх появи, тобто ймовірність появи символу, який знаходиться на деякій позиції другої колонки таблиці, не повинна перевищувати ймовірність появи символу, що розташований вище.

	Таблиця  2.2

p(xi)
	xi
	Кодова  комбінація
	li
	Номер поділу

	1/2
	x6
	1
	1
	
	1

2

3

5

4

6

	1/4
	x1
	01
	2
	
	

	1/8
	x7
	001
	3
	
	

	1/32
	x2
	00011
	5
	
	

	1/32
	x3
	00010
	5
	
	

	1/32
	x4
	00001
	5
	
	

	1/32
	x5
	00000
	5
	
	


Можна упорядкувати символи також по незменшенню. Далі поділяємо множину упорядкованих символів горизонтальним відрізком на дві підмножини таким чином, щоб сума ймовірностей появи символів, розташованих над відрізком, була якомога ближче до суми ймовірностей появи символів, розташованих під відрізком. В даному випадку цю умову можна виконати ідеально, якщо відрізок провести між 
[image: image331.wmf]6

x

 та 
[image: image332.wmf]1

x

: 


[image: image333.wmf]5

,

0

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

5

4

3

2

7

1

6

=

+

+

+

+

+

=

x

p

x

p

x

p

x

p

x

p

x

p

x

p

. Це буде перше розділення, що фіксується в п’ятій колонці таблиці 2.2. Символам джерела, що розташовані вище відрізка, приписуємо символ 1 двійкового коду, нижче – символ 0 (можна символи алфавіту коду поміняти місцями). Це будуть перші символи кодових комбінацій. Далі аналогічні процедури необхідно виконувати над отриманими підмножинами. Оскільки  одна із підмножин містить лише один символ 
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, процес формування кодової комбінації для нього закінчено. Другим поділом розділяємо підмножину символів 
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. Цей поділ також буде ідеальним, оскільки 
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 Як і раніше, символам цієї підмножини, розташованим вище відрізка другого поділу, приписуємо символ 1, нижче – символ 0. Процедуру розділення підмножин та послідовного приписування символів алфавіту коду закінчуємо, коли кожна підмножина буде містити точно один символ.

Отриманий код є префіксним. Середня довжина кодової комбінації:
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Ентропія джерела:
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Середня довжина кодової комбінації точно збігається із значенням ентропії джерела. В такому випадку кажуть, що ефективний код є ідеальним. Необхідною і достатньою умовами можливості побудови ідеального ефективного коду за методикою Шеннона-Фано або Хаффмена для немарковського джерела є рівність ймовірності появи кожного символу його алфавіту будь-який цілій (зрозуміло, від’ємний) степені двійки. Легко пересвідчитись, що в даному випадку ця умова задовольняється.

Коди, побудовані для одного і того ж джерела за методиками Шеннона-Фано та Хаффмена, можуть цілком збігатися. Але якщо це і не так, середні довжини кодових комбінацій цих кодів майже завжди будуть рівними.

Побудова нерівномірного ефективного коду для кодування символів марковського джерела найчастіше не дає бажаних результатів. Так, можна уявити марковське джерело, у якого безумовні ймовірності 
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  виникнення для всіх символів будуть мати одне і те ж значення (рівноймовірний розподіл): 
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, M – потужність алфавіту, але ентропія буде значно меншою, ніж максимально можлива H max =  = log 2 M для алфавіту потужності M. Зменшення ентропії у такого джерела спричиняється тільки наявністю пам’яті. Спроба побудувати нерівномірний ефективний код для кодування символів такого джерела, базуючись тільки на безумовних ймовірностях виникнення символів, призведе до того, що для середньої довжини коду буде завжди виконуватись співвідношення  l cep  (  H max , причому рівність буде мати місце тільки тоді, коли  M = 2 m,  де  m – натуральне число; до речі, код у цьому випадку буде рівномірним.

Якщо марковське джерело має невелику глибину пам’яті, хороші результати можна отримати, якщо побудувати нерівномірний ефективний код для укрупненого алфавіту. Взагалі укрупнення алфавіту та побудова для нього ефективного коду є універсальним способом стиснення повідомлень. Але для марковських джерел, що мають велику глибину пам’яті, треба виконувати значне укрупнення. Це призводить до кодів з такою кількістю кодових комбінацій, що практична реалізація процедур кодування та декодування стає неможливою.

Іншим способом ефективного кодування для марковських джерел з невеликою глибиною пам’яті є спосіб  l – грамм  ( ( – грамм) або марковський алгоритм. Суть способу полягає в тому, що для кожного стану марковського джерела будується нерівномірний ефективний код для кодування символів джерела з урахуванням умовних ймовірностей появи символів, тобто маємо набір кодових таблиць, кількість яких дорівнює кількості 
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 станів джерела. Ці таблиці зберігаються в кодері та декодері, і для кодування та декодування кожного наступного символу вибирається таблиця у відповідності із станом джерела, який визначається набором  h  попередніх символів.

Запропонувати універсальний алгоритм стиснення даних такий, що дозволяв би не занадто складну технічну реалізацію для різноманітних реальних повідомлень, які можна представити як результат генерування марковських джерел з великою глибиною пам’яті (текстові дані, нерухомі та рухомі зображення), неможливо. Це пояснюється значними відмінностями структурних характеристик цих повідомлень. Для кожного типу таких даних розроблені досить складні специфічні процедури стиснення [25]. Слід, однак, зауважити, що майже кожна з таких процедур включає етапи побудови та застосування нерівномірних ефективних кодів Шеннона-Фано або Хаффмена.

2.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача  2.2.1

Чи можна побудувати нерівномірний код, що однозначно декодується, до складу якого входять кодові комбінації з такими довжинами : 
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Розв’язання. Необхідною умовою побудови нерівномірного коду, що однозначно декодується, є виконання нерівності Крафта. Підставивши значення довжин кодових комбінацій  у  (2.1),  отримаємо
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Нерівність Крафта не виконується, таким чином на поставлене в умові задачі запитання відповідь є негативною.

Задача  2.2.2

Яку мінімальну кількість кодових комбінацій необхідно вилучити із множини кодових комбінацій 00, 01, 10, 1110, 1111, 0, 101, 1000, 1001, 110, щоб ті, які залишаться, утворювали префіксний код? Що це за комбінації?

Розв’язання.  Задачу можна розв’язати методом перебору. Починаючи з більш коротких кодових комбінацій, з’ясовуємо, чи не збігається вона з початковою частиною кожної більш довгої. Якщо збіг має місце, коротку кодову комбінацію вилучаємо.
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Рис. 2.3. Кодове дерево до задачі  2.2.2

Інший метод полягає в побудові кодового дерева, в якому є вузли, що відповідають усім кодовим комбінаціям, наведеним в умовах задачі, та вилученні тих кодових комбінацій, які відповідають некінцевим вузлам. Таке дерево зображено на рис.2.3. Некінцевим вузлам дерева відповідають кодові комбінації 0 та 10 (вони закреслені). Тобто, якщо із переліку кодових комбінацій, наведених в умовах задачі, вилучити всього дві комбінації, а саме: 0 та 10, то комбінації, що залишаться, будуть утворювати префіксний код.

Задача  2.2.3

Побудувати ефективні нерівномірні коди Хаффмена та Шеннона-Фано для кодування символів немарковського джерела з алфавітом 
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; ймовірності виникнення символів мають такі значення: 
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 EMBED Equation.3  [image: image353.wmf];

1

,

0

)

(

3

=

x

p
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Розв’язання. Спочатку побудуємо нерівномірний код за методикою Шеннона-Фано. Згідно з алгоритмом упорядковуємо символи по незростанню ймовірностей та виконуємо перший поділ множини символів на дві підмножини. Однак цей поділ не є однозначним: перший варіант поділу – на 
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. Обидва варіанти дають однакові суми ймовірностей появи символів підмножин: 0,4 та 0,6. Таблиці 2.3 та 2.4 відображають побудову кодів Шеннона-Фано для двох варіантів.

Таблиця  2.3
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Таблиця  2.4
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Середня довжина кодової комбінації для першого варіанта

	
[image: image376.wmf]2

,

2

)

1

,

0

15

,

0

15

,

0

2

,

0

(

3

4

,

0

1

1

=

+

+

+

×

+

×

=

сер

l

;


для другого
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Зрозуміло, що хоча б один з цих кодів (той, що має більшу середню довжину кодової комбінації) не є оптимальним. Таким чином методика  Шеннона-Фано не гарантує оптимальності коду.

Для отримання коду Хаффмена будуємо кодове дерево (рис.2.4), приписуємо гілкам символи алфавіту двійкового коду та записуємо кодові  комбінації: 
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. Символи двійкового алфавіту приписувались гілкам дерева цілеспрямовано таким чином, щоб код цілком збігався з першим варіантом коду, побудованим за методикою Шеннона-Фано. Цей код є оптимальним з середньою довжиною кодової комбінації 
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. Ентропія джерела H(X) = 2,146 біт.  Відносна різниця середньої довжини оптимального ефективного коду та ентропії джерела дорівнює 
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Рис. 2.4. Кодове  дерево  до  задачі  2.2.3

Задача  2.2.4

Маємо дискретне марковське джерело інформації, алфавіт котрого містить два символи {A,B}, а глибина пам’яті  h = 1. Умовні ймовірності появи символів мають такі значення
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Розробити нерівномірні ефективні коди для кодування слів джерела довжиною від 1 до 4. Прослідкувати наближення середньої довжини кодової комбінації (в розрахунку на один символ джерела) до ентропії джерела. Закодувати розробленими кодами послідовність із 24 символів    ВВВВВААААААААААААААААААА,  яку згенерувало джерело.

Розв’язання. Для розрахунку ймовірностей появи слів на виході джерела та його ентропії необхідно знати безумовні ймовірності  p(A) та  p(B) виникнення символів. Користуючись методикою, що застосована у задачі 1.2.6,  легко  отримати  p(A) = p(B) = 0,5. За виразом  (1.27)  знаходимо значення ентропії   H П1 = 0,47 біт.
Побудова коду для кодування окремих символів, тобто слів довжиною у один символ, дасть середню довжину кодової комбінації  lcep (1) = 1, оскільки одному із символів, наприклад А, зіставляється 0, а іншому – 1.

Для побудови ефективних кодів, призначених для кодування слів джерела більшої довжини, необхідно знати ймовірності появи таких слів на виході джерела. Всі дані для розрахунків маємо. Так, ймовірність p(AB)  появи слова АВ буде дорівнювати   p(AB) = = p(A)(p(B/A) = 0,5(0,1 = 0,05,  а  слова  ВВАА  :      

 p(BBAA) = p(B)(p(B/B)(p(A/B)(p(A/A) = 0,5(0,9(0,1(0,9 = 0,04505.
Таблиці 2.5, 2.6, 2.7 відображають процес та результат побудови кодів Шеннона - Фано для кодування слів джерела довжиною у  2, 3 та 4 символи.

Таблиця  2.5

	Слово джерела  ( СД )
	Ймовірність появи  СД
	Кодова  комбінація  ( КК )
	Довжина КК
	Номер   поділу

	АА
	0,45
	1
	1
	
	1

2

3

	ВВ
	0,45
	01
	2
	
	

	АВ
	0,05
	001
	3
	
	

	ВА
	0,05
	000
	3
	
	


Отримаємо значення середньої довжини  lcep ( N )  кодової комбінації ( в розрахунку на один символ джерела ) для коду, розробленого для кодування слів джерела довжиною  N:

          lcep ( 2 ) = [(1+2)(0,45+3(2(0,05]/2 = 0,825;

          lcep ( 3 ) = [(1+2)(0,405+(4(3+5)(0,045+6(2(0,05]/3 = 0,68;

          lcep ( 4 ) = [(1+2)(0,3645+(4+5(5)(0,0405+(7+8(5)(0,0045+  

        +9(2(0,0005]/4 =  0,622.
Таблиця  2.6

	Слово джерела  ( СД )
	Ймовірність появи СД
	Кодова  комбінація ( КК )
	Довжина КК
	Номер поділу

	ААА
	0,405
	1
	1
	
	1

2

4

3

5

6

7

	ВВВ
	0,405
	01
	2
	
	

	ААВ
	0,045
	0011
	4
	
	

	АВВ
	0,045
	0010
	4
	
	

	ВВА
	0,045
	0001
	4
	
	

	ВАА
	0,045
	00001
	5
	
	

	АВА
	0,005
	000001
	6
	
	

	ВАВ
	0,005
	000000
	6
	
	


Відносна різниця між середньою довжиною кодової комбінації та ентропією джерела для побудованих кодів складає 75%, 44%, 32%. При збільшенні довжини N слів, що підлягають кодуванню, середня довжина  lcep ( N )  кодової комбінації буде асимптотично наближатися до ентропії джерела.

Можна переконатися, що коди, побудовані за методикою Хаффмена, в даному випадку будуть мати такі ж середні довжини кодових комбінацій. Це означає, що всі отримані коди є оптимальними, але кожен для свого джерела. Перший – для джерела, алфавіт, якого складається із чотирьох символів {AA,BB,AB,BA}, ймовірності появи яких наведені в табл. 2.5, другий – для джерела із алфавітом потужності 8 ( табл. 2.6 ), третій – для джерела із алфавітом потужності 16 (табл. 2.7); тобто для джерел з укрупненим алфавітом відносно вихідного джерела, яке задане в умовах задачі. Всі укрупнені символи цих джерел мають такі ж ймовірності появи, що і відповідні слова, які генеруються вихідним джерелом. Це дозволяє побудовані для джерел коди використовувати для кодування послідовностей символів вихідного джерела.

Таблиця 2.7

	Слово джерела  ( СД )
	Ймовірність появи СД
	Кодова  комбінація ( КК )
	Довжина КК
	Номер поділу

	АААА
	0,3645
	1
	1
	
	1

2

4

5

3

7

6

8

10

11

9

13

12

14

15

	ВВВВ
	0,3645
	01
	2
	
	

	АААВ
	0,0405
	0011
	4
	
	

	ААВВ
	0,0405
	00101
	5
	
	

	АВВВ
	0,0405
	00100
	5
	
	

	ВААА
	0,0405
	00011
	5
	
	

	ВВАА
	0,0405
	00010
	5
	
	

	ВВВА
	0,0405
	00001
	5
	
	

	ААВА
	0,0045
	0000011
	7
	
	

	АВАА
	0,0045
	00000101
	8
	
	

	АВВА
	0,0045
	00000100
	8
	
	

	ВААВ
	0,0045
	00000011
	8
	
	

	ВВАВ
	0,0045
	00000010
	8
	
	

	ВАВВ
	0,0045
	00000001
	8
	
	

	АВАВ
	0,0005
	000000001
	9
	
	

	ВАВА
	0,0005
	000000000
	9
	
	


Щоб закодувати згенеровану джерелом послідовність символів побудованими кодами, поділяємо її на підпослідовності ( слова ) відповідної довжини та застосовуємо коди таблиць 2.5, 2.6, 2.7. В результаті отримаємо:

– для слів по два символи  0101000111111111,  довжина закодованої послідовності  L2 = 16 ;

– для слів по три символи  010001111111,  довжина закодованої послідовності  L3 = 12 ;

– для слів по чотири символи  01000111111,  довжина закодованої послідовності  L4 = 11.

Задача  2.2.5

Розробити ефективний код для кодування послідовності символів на виході немарковського дискретного джерела інформації з алфавітом {A,B,C} та ймовірностями появи символів p(A) = 0,15; p(B) = 0,1; p(C) = 0,75. Відносна різниця між середньою довжиною кодової комбінації та ентропією джерела не повинна перевищувати 2%. Закодувати таким кодом послідовнісь довжиною у 30 символів

САССССССССССВССАССССВССВСААССС,

яку згенерувало джерело.

Розв’язання. Зменшення середньої довжини кодової комбінації на один символ джерела можна досягти, якщо будувати ефективний код для укрупненого алфавіту. Хоча ефективний нерівномірний код розробляється на основі статистичних характеристик джерела, знання цих характеристик не дає можливості розрахувати середню довжину кодової комбінації без побудови коду.

Тому шлях розв’язання задачі повинен бути таким. Послідовно укрупнюємо алфавіт; для кожного укрупнення будуємо нерівномірний ефективний код, розраховуємо середню довжину кодової комбінації на один символ джерела та перевіряємо, чи задовольняються вимоги до неї. Процес укрупнення припиняємо, як тільки ці вимоги задовольняються.

Будуємо ефективний код для кодування окремих символів джерела.  На рис. 2.5 зображено кодове дерево, що відповідає коду Хаффмена для такого джерела. Аналізуючи шляхи від кореневого вузла до кінцевих вузлів, знаходимо, що для символу A довжина кодової комбінації дорівнює  2, для символу B – 2, для символу С – 1. Середня довжина lcep (1) = 1 кодової комбінації для кодування по одному символу джерела

lcep (1) = 2( p(A) + 2( p(B) + 1( p(C) = 2(0,15+0,1)+1(0,75 = 1,25.
Ентропія джерела

    H = – p(A)(log2 p(A) – p(B)(log2 p(B) – p(C)(log2 p(C) = 1,054 біт. 
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Рис. 2.5. Кодове дерево для символів джерела задачі 2.2.5

Відносна різниця між середньою довжиною кодової комбінації та ентропією джерела становить



[(1,25 – 1,054) / 1,054] ( 100% = 18,6%,

що не задовольняє умовам задачі.

Укрупнюємо алфавіт, об’єднуючи по два символи джерела, знаходимо ймовірності появи укрупнених символів-слів та будуємо ефективний код для такого алфавіту. Оскільки джерело не має пам’яті, ймовірності появи слів отримаємо як добуток безумовних ймовірностей появи відповідних символів джерела, наприклад p(AB) = = p(A)(p(B). Кодове дерево для цього варіанту зображено на рис.2.6. Результати побудови коду Хаффмена у відповідності з цим деревом наведені у табл.2.8.

Середня довжина кодової комбінації в розрахунку на один символ вихідного джерела має значення

lcep ( 2 ) =  [1(0,5625+3((2(0,1125+0,075)+4(0,075+6((0,0225+

   +2(0,015+0,01)]/2 = 1,069.
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Рис. 2.6. Кодове дерево для укрупненого по два 
символи алфавіту джерела задачі  2.2.5

            Таблиця  2.8

	Слово  джерела  (СД )
	Ймовірність     появи  СД
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина КК
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Відносна різниця між  lcep ( 2 )  та ентропією джерела

[(1,069 – 1,054) / 1,054] ( 100%  = 1,4%,

що менше, ніж 2%, тобто такий код задовольняє вимогам.

Щоб закодувати послідовність, яку виробило джерело, поділяємо її на слова довжиною по 2 символи та застосовуємо для цих слів код  табл.2.8. В результаті маємо 

1010000011001010011001001011110.

Довжина  двійкової  послідовності  дорівнює  31.

Задача  2.2.6

	Розробити марковський алгоритм кодування для марковського джерела з алфавітом {A,B,C} та глибиною пам’яті  h = 1. Умовні ймовірності виникнення символів задаються матрицею
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Знайти відносну різницю між середньою довжиною кодової комбінації ефективного коду та ентропією джерела. Закодувати послідовність довжиною у 30 символів

АСАСВАСВАСВАВАВВАСВВАССАСВАСВА,

яку згенерувало джерело.

Розв’язання. Оскільки глибина пам’яті  h = 1, кількість Q станів джерела дорівнює потужності його алфавіт, тобто  Q = 3. Для кожного стану, який визначається попереднім символом на виході джерела, будуємо нерівномірний код. Застосовуючи методику Хаффмена або Шеннона-Фано, легко отримати коди, що наведені в таблицях.

Після  символу  А :

            Таблиця  2.9

	Символ, що очікується
	Умовна  ймовірність
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина 

КК

	А
	p(A/A) = 0,15
	11
	2

	В
	p(B/A) = 0,10
	10
	2

	С
	p(C/A) = 0,75
	0
	1


Після  символу  В :

         Таблиця  2.10

	Символ, що очікується
	Умовна  ймовірність
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина 

КК

	А
	p(A/B) = 0,85
	1
	1

	В
	p(B/B) = 0,10
	01
	2

	С
	p(C/B) = 0,05
	00
	2


Після  символу  С :

           Таблиця  2.11

	Символ, що очікується
	Умовна  ймовірність
	Кодова  комбінація  (КК)
	Довжина 

КК

	А
	p(A/C) = 0,15
	01
	2

	В
	p(B/C) = 0,70
	1
	1

	С
	p(C/C) = 0,15
	00
	2


Знайдемо значення  lcep / A  середньої довжини кодової комбінації для коду, який застосовується після символу  А :


lcep / A = lA/A ( p(A/A) + lB /A ( p(B/A) + lC /A ( p(C/A) =



= 2 ( 0,15 + 2 ( 0,10 +1( 0,75 = 1,25;

тут  lA/A , lB/A , lC/A  – довжини кодових комбінацій для кодування відповідно символів А, В, С коду, який застосовується після символу А. Аналогічно отримаємо значення  lcep / B , lcep / C   середніх довжин кодових комбінацій для кодів, що застосовуються після символів В та С відповідно:

    lcep / B   =  1,15;        lcep / C   =  1,3.

Середня довжина  lcep  кодової комбінації при застосуванні марковського алгоритму

      lcep  = lcep /A ( р(А) + lcep /B ( р(B) + lcep /C ( р(C),
де  р(А), р(В), р(С)  –  безумовні ймовірності появи символів А, В, С на виході джерела.

У задачі 1.2.6 розглянута методика їх отримання. Застосовуючи її, знаходимо


р(А) = 0,361;   р(В) = 0,302;    р(С) = 0,337.
Тоді


 lcep  =  1,237.


Ентропія  джерела  ( див. задачу  1.2.6 )




H  =  1,004 біт. 

Відносна різниця між   lcep  та  Н  становить

         [(1,237 – 1,004) / 1,004] ( 100%  = 23,2% .

Закодуємо послідовність символів, наведену в умовах задачі. Таблиці  2.9 – 2.11 дають змогу виконати таке кодування. Виняток становить перший символ, оскільки незрозуміло, який для нього використовувати код. Є декілька шляхів побудови такого коду. Найпростіший – застосування рівномірного коду, наприклад, такого: A – 00; B – 01; C – 10. Більш раціональний – ефективний код, побудований з урахуванням безумовних ймовірностей появи символів. Один із варіантів такого коду  A – 0; B – 11; C – 10. Обираючи цей варіант для кодування першого символу та застосовуючи коди таблиць 2.9 – 2.11 для подальших символів, отримаємо

0001011011011101100110101100001011011.

Кодова послідовність має 37 двійкових символів. Відзначимо, що при кодуванні символів джерела рівномірним двійковим кодом ( мінімальна довжина такого коду в даному випадку становить 2 ) довжина  кодової  послідовності  буде  дорівнювати  60.

2.3. Задачі

2.3.1.  Значення ймовірностей  pi , з якими дискретне джерело інформації генерує символи  алфавіту, для різних варіантів наведені у таблиці  2.3.1. Побудувати нерівномірні ефективні коди за методиками Шеннона-Фано та  Хаффмена для кодування символів джерела. Порівняти  ефективність  кодів.

           Таблиця  2.3.1

	№

варіанта
	p1
	p2
	p3
	p4
	p5
	p6
	p7
	p8
	p9

	1
	0,31
	0,08
	0,05
	0,14
	0,02
	0,20
	0,08
	0,07
	0,05

	2
	0,11
	0,16
	0,03
	0,26
	0,04
	0,05
	0,03
	0,02
	0,30

	3
	0,55
	0,07
	0,04
	0,04
	0,15
	0,07
	0,05
	0,03
	0

	4
	0,08
	0,05
	0,11
	0,07
	0,33
	0,24
	0,04
	0,04
	0,04

	5
	0,22
	0,18
	0,04
	0,06
	0,03
	0,04
	0,06
	0,29
	0,08

	6
	0,07
	0,41
	0,13
	0,09
	0,06
	0,11
	0,05
	0,04
	0,04

	7
	0,35
	0,15
	0,06
	0,02
	0,03
	0,08
	0,02
	0,07
	0,22

	8
	0,18
	0,05
	0,27
	0,29
	0,02
	0,03
	0,05
	0,11
	0

	9
	0,12
	0,03
	0,05
	0,40
	0,12
	0,08
	0,05
	0,04
	0,11

	10
	0,52
	0,12
	0,05
	0,18
	0,04
	0,03
	0,06
	0
	0

	11
	0,26
	0,14
	0,05
	0,10
	0,07
	0,11
	0,02
	0,20
	0,05

	12
	0,04
	0,33
	0,17
	0,06
	0,02
	0,12
	0,05
	0,16
	0,05

	13
	0,28
	0,03
	0,04
	0,15
	0,05
	0,04
	0,07
	0,34
	0

	14
	0,07
	0,15
	0,06
	0,39
	0,05
	0,14
	0,08
	0,03
	0,03

	15
	0,45
	0,15
	0,03
	0,07
	0,08
	0,02
	0,06
	0,09
	0,05

	16
	0,09
	0,44
	0,18
	0,09
	0,03
	0,05
	0,02
	0,02
	0,08

	17
	0,06
	0,05
	0,15
	0,04
	0,14
	0,08
	0,03
	0,20
	0,25

	18
	0,22
	0,05
	0,16
	0,05
	0,05
	0,03
	0,02
	0,34
	0,08

	19
	0,33
	0,24
	0,05
	0,08
	0,06
	0,12
	0,05
	0,07
	0

	20
	0,08
	0,22
	0,15
	0,05
	0,08
	0,05
	0,06
	0,24
	0,07


2.3.2.  Алфавіт немарковського дискретного джерела інформації складається з чотирьох символів: {A,B,C,D}.Чисельні значення ймовірностей виникнення символів  для різних варіантів наведені у таблиці  2.3.2. Побудувати нерівномірні ефективні коди за методикою Шеннона-Фано  або  Хаффмена ( за Вашим бажанням ) для кодування поодиноких символів джерела та слів довжиною у два символи. Оцінити та порівняти ефективність отриманих кодів. Побудованими кодами закодувати фрагмент тексту довжиною у  30 символів, що був вироблений джерелом. Фрагменти текстів для різних варіантів наведені у таблиці  2.3.3. 

           Таблиця  2.3.2

	№

варіанта
	p(A)
	p(B)
	p(C)
	p(D)
	№

варіанта
	p(A)
	p(B)
	p(C)
	p(D)

	1
	0,15
	0,63
	0,05
	0,17
	11
	0,16
	0,43
	0,07
	0,34

	2
	0,33
	0,10
	0,12
	0,45
	12
	0,05
	0,33
	0,32
	0,30

	3
	0,25
	0,07
	0,53
	0,15
	13
	0,27
	0,15
	0,45
	0,13

	4
	0,08
	0,35
	0,11
	0,46
	14
	0,24
	0,04
	0,64
	0,08

	5
	0,32
	0,38
	0,24
	0,06
	15
	0,14
	0,16
	0,29
	0,41

	6
	0,27
	0,51
	0,13
	0,09
	16
	0,51
	0,05
	0,34
	0,10

	7
	0,65
	0,15
	0,06
	0,14
	17
	0,28
	0,22
	0,07
	0,43

	8
	0,18
	0,05
	0,27
	0,50
	18
	0,12
	0,35
	0,11
	0,42

	9
	0,12
	0,53
	0,25
	0,10
	19
	0,08
	0,45
	0,24
	0,23

	10
	0,42
	0,22
	0,18
	0,18
	20
	0,25
	0,15
	0,51
	0,09


          Таблиця  2.3.3

	№

варіанта
	Фрагмент  тексту

	1
	BBDBDABDBACBBDBDBBBABDBBABBBBD

	2
	AADABDDCABAADDADDBACDDDDDCADBA

	3
	CCCCCABCDACBDCCCCCDCAACCADCDDC

	4
	ABDBDDDCDDBDDDDDBDBDCBDCDBCBDB

	5
	BCBABBBAACCBCCAAACABBBBABADAAA

	6
	CBBABACAABCBCCABDABCBBBABBDBBB

	7
	ACBABAAAADDAADBAADAADBAAAAAADA

	8
	CDDCDDDDCCCDDDDDCCCCDCDCBCBCDA

	9
	BDBBDAABBBBCBDCBBBBBBBACCCBCBC

	10
	CACBADBAAAABABABBABCAACCADACBA

	11
	BBDBADABCBBBBADADABADBACBBABCA

	12
	DBDBCBABCDBDCBDCCCBCBBDBBCBDCC

	13
	BACCBCCCCCADBAAABABABACDCBCACC

	14
	CCCACBCACCAACACDCCCCCACACACAAC

	15
	DDDACDDCDCCCCBDCCDBBCDBADCAABD

	16
	AAADAAAAAADAACBCACACCACCAACBAC

	17
	DDAACBCABDAAABCDAADDADDDCBABDB

	18
	ABBDDDBBDBCDBDDBBDDDBDADBDDDDD

	19
	CADDDDCDBBDBADCBDADBBABCBCDBAB

	20
	CBCACCADCCCCDCCACCDDDABCCACBAD


2.3.3.  Алфавіт марковського дискретного джерела інформації, що має глибину пам’яті  h = 1, складається з трьох символів: {A,B,C}. Чисельні значення умовних ймовірностей виникнення символів для різних варіантів наведені у другому стовпці таблиці  2.3.4. Побудувати нерівномірні ефективні коди за методикою Шеннона-Фано  або  Хаффмена  для кодування поодиноких символів джерела та слів довжиною у два символи. Розробити марковський алгоритм для кодування символів джерела. Оцінити і порівняти ефективність отриманих кодів та марковського алгоритму. Побудованими кодами закодувати фрагмент тексту довжиною у  30 символів, що був вироблений джерелом. Фрагменти текстів для різних варіантів наведені у третьому стовпці таблиці  2.3.4. 

 




  
           Таблиця  2.3.4

	№

варіанта
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	Фрагмент  тексту
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3. ДИСКРЕТНІ КАНАЛИ ЗВ’ЯЗКУ

3.1. Теоретичні  положення

В технічних системах каналом зв’язку називають сукупність технічних засобів та фізичного середовища розповсюдження сигналу ( лінії зв’язку ), яка забезпечує передачу повідомлень від джерела до одержувача незалежно від передачі повідомлень між іншими джерелами та одержувачами по цій лінії зв’язку. Так, канал телевимірювань – це пристрої та лінія зв’язку, за допомогою яких дані вимірювання деякої величини передаються на відстань.

Канал зв’язку має один вхід та один вихід, яким зіставляються відповідно вхідний та вихідний сигнали.

В теорії інформації під каналом зв’язку ( або просто каналом ), розуміють математичну модель, яка описує перетворення вхідного сигналу у вихідний.

Головною класифікаційною ознакою каналів зв’язку є різновиди вхідного та вихідного сигналів. Якщо на вході та на виході каналу діють аналогові ( неперервні ) сигнали, то канал називають аналоговим ( неперервним ). На вході та на виході дискретного ( цифрового ) каналу мають місце послідовності символів вхідного та вихідного алфавітів відповідно.

Фізичний дискретний канал найчастіше складається із неперервного каналу ( лінії зв’язку, наприклад ), до якого на вході підключається пристрій узгодження дискретних сигналів із входом неперервного каналу, а на виході –  пристрій, що вирішує. Останній повинен по сигналу, який має місце на виході неперервного каналу, прийняти рішення, тобто розпізнати символ, який і з’явиться на виході дискретного каналу.

Позначимо через  X  =  {x1, x2, x3, … , xM}  алфавіт на вході дискретного каналу, а через Y  =  {y1, y2, y3, … , yN} – алфавіт на його виході. М – потужність або об’єм алфавіту на вході каналу,  N – на його виході.

Якщо потужність алфавіту на вході М = 2, канал називають двійковим, при  М = 3 – трійковим  тощо.

Для каналу без витирання потужності вхідного та вихідного алфавітів збігаються, тобто M = N. Для каналів з витиранням кількість символів вихідного алфавіту на одиницю перевищує кількість символів вхідного алфавіту, тобто N = M + 1. Цей додатковий символ вихідного алфавіту називають символом витирання. Поява символу витирання на виході каналу відповідає такій ситуації в реальному ( фізичному ) каналі, коли сигнал, за допомогою якого передавався символ, був істотно спотвореним. В цьому випадку прийняття рішення пристроєм, що вирішує, який входить до складу дискретного каналу зв’язку, про передачу конкретного символу призведе з високою ймовірністю до невірного результату. Таким чином, наявність символу витирання у вихідному алфавіті каналу знижує ймовірність помилок, але ж виникнення символу витирання у послідовності символів на виході каналу вносить суттєву невизначеність відносно того, який символ було передано. Ця невизначеність відсторонюється або зменшується у реальних системах зв’язку відповідними засобами ( завадостійке кодування, повторна передача спотворених символів  по командам зворотного зв’язку  ).

Однією із характеристик, яка визначає швидкість 
[image: image414.wmf]I

 передачі інформації по дискретному каналу, є середня швидкість v0 передачі символів ( не треба плутати ці дві характеристики ). Чисельно v0 дорівнює середній кількості символів, що передаються по каналу за одиницю часу, і вимірюється в Бодах. 1 Бод відповідає передачі 1 символу за секунду. В технічних системах, як правило, тривалості всіх символів, тобто час їх перебування на вході та на виході каналу є однаковим; позначимо цю тривалість через Т.  Тоді швидкість передачі символів по дискретному каналу ( її ще називають технічною швидкістю або швидкістю модуляції )   v0 = 1/T .
Заради спрощення будемо вважати, що затримка символів в каналі відсутня. Тобто символ на вході каналу та відповідний йому символ на виході з’являються одночасно у деякий момент часу, що є кратним  Т.

Дискретний канал вважають цілком заданим, якщо можна визначити ймовірність переходу будь-якої послідовності символів на вході каналу для будь-яких фіксованих, кратних Т моментів часу у будь-яку послідовність символів на виході каналу для тих же моментів часу.

Для деяких каналів достатньо мати матрицю перехідних ймовірностей
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Тут 
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 – умовна ймовірність появи на виході каналу в деякий момент часу символу  yk  при умові, що на вході каналу в цей же момент мав місце символ  xi. Зрозуміло, що сума кожного рядка матриці (3.1) дорівнює одиниці.

Домовимося, що при k = i  відбулася правильна передача символу, якщо ж  k ( i , то виникла помилка, або з’явився символ витирання ( для каналів з витиранням ).

Дискретні канали класифікують в залежності від властивостей перехідних ймовірностей.

Якщо перехідні ймовірності не залежать від часу, канал називають стаціонарним або однорідним;  в протилежному випадку – нестаціонарним, неоднорідним.
Канал називають каналом без пам’яті, якщо перехідні ймовірності не залежать від передісторії. Термін “без пам’яті” підкреслює той факт, що при передачі чергового символу канал ніби-то “не пам’ятає” результатів попередніх передач. Канал, для якого перехідні ймовірності залежать від передісторії називають, каналом із пам’яттю. Для каналу без пам’яті достатньо мати матрицю перехідних ймовірностей типу (3.1). Канали ж із пам’яттю потребують значно складнішого опису. Це наприклад, може бути сукупність матриць перехідних ймовірностей, кожна з яких відповідає одному із станів каналу.

Дискретний канал називають симетричним по входу, якщо всі рядки матриці перехідних ймовірностей утворені перестановкою елементів першого її рядка.

Дискретний канал називають симетричним по виходу, якщо всі стовпці матриці перехідних ймовірностей утворені перестановкою елементів першого її стовпця.

Будемо називати дискретний канал симетричним в послабленому значенні, якщо він є симетричним як по входу, так і по виходу.

В більшості навчальної літератури симетричним дискретним каналом називають канал, для якого ймовірність помилки при передачі будь-якого символу не залежить від виду помилки, тобто 
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 для усіх пар k, i  таких, що k ( i. Будемо називати такий канал симетричним в посиленому значенні. Канал симетричний в посиленому значенні є завжди симетричним і в послабленому значенні;  зворотне – не вірно  ( за винятком двійкового каналу ).

Слід зауважити, що фізичні дискретні канали можуть бути симетричними в посиленому значенні тільки при невеликих потужностях вхідного алфавіту:  M = 2, 3. При  М > 3 через фізичні особливості сигналів, які використовують  для передачі символів, навіть уявити симетричний в посиленому значенні канал дуже важко. Найбільш простим каналом є двійковий стаціонарний канал без пам’яті, який при наявності символу витирання у вихідному алфавіті має матрицю перехідних ймовірностей
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Часто замість символів  xi  та  yk  використовують  0, 1, C, а саме    x1  =  y1 = 0;   x2  =  y2 = 1;  y2 =  C .

Двійковий стаціонарний канал без пам’яті та без витирання цілком описується такою матрицею:
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Для двійкового каналу без витирання поняття симетричності в посиленому та послабленому значеннях збігаються. Тому будемо називати такий канал симетричним ( без уточнень в посиленому, чи в послабленому значенні ),  якщо   p(0/1)  =  p(1/0).

Двійковий стаціонарний симетричний канал без пам’яті та без витирання називають біноміальним. Це найпростіший канал. Матриця перехідних ймовірностей такого каналу
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визначається всього одним параметром  р – ймовірністю помилки при передачі двійкового символу по каналу. Ймовірність правильного прийому двійкового символу часто позначають через q; зрозуміло, що q = = 1 – p.

Спостерігаючи за символами на виході каналу, отримуємо певну інформацію про символи, що з’являються на його вході. В ідеальних каналах, які називають каналами без шуму, перехідні ймовірності
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В таких каналах отримання символу на виході однозначно визначає символ на вході, тобто втрати інформації відсутні.

В каналах із шумом всі або майже всі перехідні ймовірності відрізняються від нуля, тому знання символу на виході каналу не дозволяє однозначно дати відповідь на запитання, яким є символ на вході каналу. В таких каналах мають місце втрати інформації.

Щоб отримати кількісні оцінки інформаційних характеристик каналу, уявимо, що до входу каналу підключено дискретне джерело інформації з алфавітом  Х,  а вихід каналу – це інше джерело з алфавітом Y.  При такій інтерпретації можна використовувати матеріали розділу 1,  які стосуються системи двох дискретних джерел інформації.

Середня кількість інформації  I (Y, X ), яка міститься в символі на виході каналу про символ, що передається  (тобто має місце на вході каналу),  розраховується за виразами (1.22), (1.24) для повної взаємної інформації
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(3.6)


Іншими словами, це є кількість інформації, що переноситься в середньому одним словом.

Якщо матриця перехідних ймовірностей 
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 є відомою, краще користуватись (3.6), оскільки умовна ентропія  Н(Y/X)  розраховується саме через ці ймовірності.

Швидкістю 
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 передачі інформації по каналу називають кількість інформації, що передається по каналу за одиницю часу. Вона визначається
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і вимірюється  в  біт/с.

Швидкість передачі інформації залежить як від характеристик каналу, так і від характеристик джерела інформації на його вході.

Пропускна здатність С каналу – це максимально можлива швидкість передачі інформації через цей канал
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Зрозуміло, що пропускна здатність вимірюється, як і швидкість передачі інформації,  в  біт/с.

Слід зауважити, що при визначенні пропускної здатності каналу всі його характеристики ( швидкість v0 передачі символів, перехідні ймовірності ) є фіксованими, а максимум відшукується по усім розподілам ймовірностей появи символів на вході каналу. Тобто знаходиться такій набір значень ймовірностей появи символів на вході каналу, який забезпечує максимум С. Звідси виходить, що пропускна здатність визначається тільки характеристиками  каналу.

Ураховуючи (3.7), (3.8) та останні зауваження, можна записати такі вирази для пропускної здатності каналу
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	(3.10)

(3.11)


Якщо йдеться про дискретні канали, то умовну ентропію H(X/Y) називають середньою кількістю інформації, яка загублена через помилки в каналі, або ненадійністю каналу, а умовну ентропію H(Y/X) – ентропією завад або ентропією джерела шуму.

Для пропускної здатності дискретного стаціонарного симетричного каналу без пам’яті можна отримати прості аналітичні вирази, якщо скористатися властивостями цих каналів, які розглядаються нижче.

Властивість  1.  Якщо канал є симетричним по входу, то умовна ентропія H(Y/X) не залежить від розподілу ймовірностей {p(xi)} та дорівнює частинній умовній ентропії  H(Y/x1).

Дійсно, оскільки для такого каналу будь-який рядок матриці перехідних ймовірностей  p(yk /xi) можна отримати перестановкою першого її рядка, то
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З урахуванням цього отримаємо
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	(3.12)


Властивість  2. Для симетричного по виходу каналу рівноймовірний розподіл вхідних символів ( 
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Згідно з формулою повної ймовірності
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Вираз  
[image: image435.wmf]å

=

M

i

i

k

x

y

p

1

)

(

 є сумою елементів  k - го стовпця. Для симетричного по виходу каналу ця сума не залежить від номера стовпця і дорівнює  M/N,  тому
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Визначимо тепер пропускну здатність дискретного стаціонарного симетричного в послабленому значенні каналу без пам’яті та без витирання  ( тобто при  N = M  ).

Звернемося до виразу (3.11). Згідно властивості 1 умовна ентропія H(Y/X)  не залежить від розподілу  {p(xi)},  тому можна записати
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	(3.13)


Ентропія H(Y) набуває максимального значення 
[image: image438.wmf]M
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Таким чином

	
[image: image439.wmf][

]

.

)

/

(

)

/

(

)

/

(

1

1

2

1

2

0

1

2

0

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

×

+

=

=

-

=

å

=

M

k

k

k

x

y

p

log

x

y

p

M

log

v

x

Y

H

M

log

v

C


	(3.14)


Якщо канал є симетричним по входу, але не симетричним по виходу, може не існувати розподіл {p(xi)}, для якого вихідні символи yk  будуть однаково ймовірними. В цьому випадку
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Для несиметричних каналів пошук пропускної здатності значно ускладнюється. 

В деякій науково-технічній та навчальній літературі приймають  v0 = 1 Бод  ( іноді навіть не домовляючись про це ). При цьому швидкість передачі інформації та пропускна здатність чисельно дорівнює відповідній кількості інформації, що в середньому переносить один символ, тобто  I = I(Y,X); C = max I(Y,X). Це не призводить до принципових непорозумінь;  одночасно дещо спрощуються розрахунки та запис виразів  ( див. задачу  3.3.5 ).  

Пропускна здатність визначає потенційні можливості каналу. У другій теоремі Шеннона ( її ще називають теоремою для дискретного каналу з шумом ) стверджується, що при умові, коли продуктивність джерела інформації на вході каналу не перевищує пропускної здатності дискретного каналу, існує метод завадостійкого кодування, який забезпечує яку завгодно малу ймовірність помилки при передачі повідомлень через цей канал.

Моделі дискретних каналів використовуються для оцінки ефективності цифрових систем зв’язку, завадостійкого кодування тощо. Так, при застосуванні завадостійкого кодування необхідно знати ймовірність спотворення в кодовій комбінації, що передається по каналу, певної кількості символів.

Для біноміального каналу ймовірність P (i, n) спотворення точно і символів на будь-яких і позиціях в кодовій комбінації двійкового коду довжиною в n символів визначається



      P ( i, n )  = 
[image: image441.wmf]i
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тут  р – ймовірність помилки (спотворення) двійкового  символу в каналі.

До речі, вираз (3.16) пояснює назву каналу, а саме, права частина – це загальний член представлення  [ p + ( 1 – p)] n  у вигляді полінома степеня  n  за допомогою формули бінома Ньютона.

Дуже часто необхідно знати ймовірність  P ( ( t, n ) виникнення t або більшої кількості помилок в процесі передачі по каналу кодової комбінації двійкового коду довжиною n. Для біноміального каналу вона визначається:
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	(3.17)


Біноміальний канал є найпростішою моделлю, проте для багатьох реальних двійкових каналів ця модель не може бути використаною через значні розбіжності між моделлю та реальним каналом. Головною особливістю таких реальних каналів є наявність пам’яті, що проявляється в групуванні або пакетоутворенні помилок. Термін групування ( пакетоутворення ) легко зрозуміти, якщо уявити, що канал може перебувати в одному із двох станів. В першому із цих станів – поганому, ймовірність виникнення помилок є великою, в другому – дуже малою. Коли канал перебуває у поганому стані, має місце пакет помилок. Перехід із одного стану в другий відбувається випадково. До речі, на таких уявленнях базується  модель Гільберта – модель двійкового каналу із групуванням помилок.

Розроблено багато моделей із групуванням помилок. Але більшість із них не застосовується при розрахунках систем через значну складність. Ці моделі, як правило, мають велику кількість параметрів, чисельні значення яких для реальних каналів важко отримати.

Найбільш простою і поширеною моделлю двійкового каналу, яка ураховує групування помилок, є модель Пуртова або модель BAЗ. Л.Пуртов – керівник підрозділу військової Академії зв’язку ( ВАЗ ),  м.Санкт-Петербург, співробітники якого виконали велику кількість вимірювань реальних каналів, обробили їх результати та запропонували математичну модель. Ця модель є апроксимацією експериментально отриманих для різних каналів кривих залежності ймовірності  P ( ( t, n ) від t для фіксованих n. Виявилось, що при 
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 для багатьох двійкових каналів ця залежність з достатньою для практичних розрахунків точністю може бути записана


      P ( ( t, n )  =  ( n / t ) (1 – ( ) ( p ,      
            (3.18)

де   р – середня ймовірність помилок ;

(  – коефіцієнт групування .

В  залежності від типу каналу  (  має значення  від  0,3  до  0,8.

3.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача  3.2.1

Знайти пропускну здатність трійкового стаціонарного каналу без пам’яті, який має таку матрицю перехідних ймовірностей
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Швидкість передачі символів по каналу  v0 = 100 Бод.

Знайти середню кількість інформації, що переноситься одним символом, та швидкість передачі інформації по такому каналу від дискретного немарковського джерела інформації з алфавітом  X  = = {x1, x2, x3},  якщо ймовірності виникнення символів
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Часові характеристики джерела та каналу узгоджені, тобто тривалість кожного символу на виході джерела   
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Розв’язання. Аналізуючи матрицю перехідних ймовірностей ка-налу, можна зробити висновок, що канал є симетричним в посиленому значенні, тому для розрахунку пропускної здатності каналу скористуємося виразом  (3.14):
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Швидкість передачі інформації розрахуємо, користуючись виразом (3.8). Щоб отримати  H ( Y  ),  знайдемо 
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	(3.19)


Маємо     p( y1) = 0,556 ;   p( y2) = 0,315 ;   p( y3) = 0,129 ;

H ( Y  )  =  1,377 біт.

Нарешті     
[image: image450.wmf]I

= 100 ( ( 1,377 – 0,557 )  =  82 біт / с .
Задача  3.2.2

Для каналу задачі 3.2.1 знайти середню кількість інформації, що переноситься одним символом, та швидкість передачі інформації по каналу, якщо до входу каналу підключене марковське стаціонарне дискретне джерело інформації задачі 1.2.6.

Розв’язання. Оскільки до входу каналу підключене марковське джерело, вихід каналу теж в загальному випадку буде являти собою марковське джерело, при цьому глибина пам’яті може бути більше одиниці. Це ускладнює застосування виразів  (3.6) та  (3.8), оскільки для розрахунків H (Y )  недостатньо знати тільки безумовні ймовірності  p( yk ) виникнення символів на виході каналу; треба знати також умовні ймовірності  p( yk /s),  де s – стан джерела з алфавітом Y ( виходу каналу ), який визначається попередніми символами на виході каналу.

Для розрахунку середньої кількості інформації, що переноситься одним символом, доцільніше в цьому випадку користуватись виразом (3.5). Щоб знайти умовну  ентропію  H ( X /Y  ),  треба знайти умовні ймовірності 
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Ймовірності  p(xi) та  p( yk /xi) є відомими. Для розрахунку ймовірностей  p(yk) скористуємося виразом  (3.19). Маємо

p(x1) = 0,70037;  p(x2) = 0,16802;  p(x3) = 0,13161.
Тепер знаходимо набір ймовірностей  
[image: image453.wmf])
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Умовна ентропія  H ( X /Y  )  =  0,4 біт.

Кількість інформації, що переноситься одним символом, з урахуванням значення ентропії  HП1( X  ), отриманого  в  задачі  1.2.6 :

I (Y, X ) =  1,001 – 0,4 = 0,601 біт.

Швидкість передачі інформації по каналу


[image: image455.wmf]I

 =  v0 ( I (Y, X )  =  100 ( 0,601 =  60,1 біт /c .
Задача  3.2.3

Отримати вирази для пропускної здатності симетричного в посиленому значенні каналу без пам’яті для довільної потужності М алфавіту та для біноміального каналу. Проаналізувати залежність пропускної здатності біноміального каналу від ймовірності  р помилки в каналі.

Розв’язання.  Матриця перехідних ймовірностей 
[image: image456.wmf])
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 для симетричного в посиленому значенні каналу з алфавітом потужності  М  містить  М  рядків,  М  стовпців та має вигляд
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Тут 
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 – ймовірність виникнення конкретної помилки при передачі символу по каналу ( наприклад, перехід символу  х1 в символ  y3 ). Слід відрізняти цю ймовірність від ймовірності  рn виникнення будь-якої помилки, яка дорівнює
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Оскільки канал симетричний в посиленому значенні є симетричним і в послабленому значенні, скористуємося виразом (3.14), підставивши в нього ймовірності із першого рядка матриці (3.20):
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Для біноміального каналу  M = 2;  1 – q = p,  тому  отримаємо
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Розраховуючи  С  при значеннях  р  в інтервалі від 0 до 1, отримаємо залежність  С  від  р, яку зображено на рис. 3.1. Аналізуючи цю
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Рис.3.1. Графік залежності пропускної здатності від
ймовірності помилки для біноміального каналу

залежність, бачимо, що при  p = 0  пропускна здатність C чисельно до-рівнює швидкості 
[image: image463.wmf]0

v

 передачі символів. Через це іноді ці дві характеристики ототожнюють, що принципово не вірно. При збільшенні  р від 0 до 0,5 пропускна здатність зменшується від 
[image: image464.wmf]0
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 до  0. При  р = 0,5 пе-редача інформації неможлива. Подальше збільшення  р призводить  до збільшення пропускної здатності, і при  р = 1  маємо С = 
[image: image465.wmf]0
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. Очевидно, що при  р = 1 всі символи при передачі в каналі будуть інвертуватися ( і це відомо на приймальній стороні! ), тому для правильного прийому повідомлень всі символи на виході каналу треба піддавати інверсії.

Задача  3.2.4

З якою максимальною швидкістю при як завгодно малій ймовірності спотворення повідомлень можна передавати інформацію через біноміальний канал, якщо технічна швидкість передачі символів 
[image: image466.wmf]Бод
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,  а ймовірність помилки при передачі двійкового символу  p = 0,1;  р = 0,01.

Розв’язання. Для відповіді на поставлене в умовах задачі запитання треба знайти пропускну здатність каналу. Підставивши чисельні значення у вираз (3.22),  маємо:

для  p = 0,1
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для  p = 0,01
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Аналізуючи отримані результати, можна зробити висновок, що при  p = 0,1 із кожної тисячі двійкових символів 531 передають інформацію, а  469 ( майже половина ) використовується для боротьби із завадами. Якщо ж  p = 0,01, то для захисту інформації від завад достатньо виділяти 81 символ на 1000 символів, тобто менше 10%.

Задача  3.2.5

Знайти чисельним методом пропускну здатність двійкового стаціонарного несиметричного каналу без пам’яті та без витирання, який має таку матрицю перехідних ймовірностей
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Швидкість передачі символів  
[image: image470.wmf]Бод
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Розв’язання. Будемо використовувати вираз (3.11) для пропускної здатності. З урахуванням обмежень умов задачі ентропію Н(Y) можна знайти таким чином:

	
[image: image471.wmf][

]

[

]

;

)

(

1

)

(

1

)

(

)

(

)

(

1

2

1

1

2

1

y

p

log

y

p

y

p

log

y

p

Y

H

-

×

-

-

×

-

=



[image: image472.wmf];

)

/

(

)

(

)

/

(

)

(

)

(

2

1

2

1

1

1

1

x

y

p

x

p

x

y

p

x

p

y

p

+

=



[image: image473.wmf].
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Для умовної ентропії  Н(Y/Х)  маємо:
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Підставляючи у наведені вирази значення перехідних ймовірностей 
[image: image476.wmf])
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 та надаючи 
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 різні значення, отримаємо дані, що наведені у таблиці  3.1.

Аналізуючи дані таблиці 3.1, робимо висновок, що пропускна здатність дорівнює 0,57787 біт/с і досягається ( на відміну від симетричного каналу ) при суттєво неоднаково ймовірних символах на виході каналу, а саме при  
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. Проте розподіл ймовірностей 
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 появи символів на вході каналу, який забезпечує максимальне значення швидкості передачі інформації, незначно відрізняється від  однаково  ймовірного : 
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Таблиця 3.1
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	0,4
	0,516
	0,9993
	0,4655
	0,5338

	0,45
	0,5555
	0,9911
	0,4334
	0,5577

	0,5
	0,595
	0,9738
	0,4014
	0,5724

	0,55
	0,6345
	0,94715
	0,36930
	0,57785

	0,553
	0,6369
	0,94525
	0,36738
	0,57787

	0,6
	0,674
	0,9108
	0,3372
	0,5736

	0,65
	0,7135
	0,8642
	0,3052
	0,559

	0,7
	0,753
	0,8065
	0,2731
	0,5334


Крім того, навіть значне відхилення 
[image: image488.wmf])
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 від 0,553 незначно знижує швидкість передачі інформації. Якщо ж символи на вході каналу будуть однаково ймовірними, швидкість передачі інформації буде відрізнятись від пропускної здатності лише на 

( 0,57787 – 0,5724 ) / 0,57787 · 100 % = 0,9466 %.

Задача  3.2.6

Визначити пропускну здатність двійкового каналу без пам’яті з витиранням, який має таку матрицю перехідних ймовірностей
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Розв’язання. Канал є симетричним по входу. Це означає, що умовна ентропія Н(Y/Х) не залежить від розподілу ймовірностей 
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 появи символів на вході каналу. Для отримання пропускної здатності в цьому випадку можна скористатися виразом  (3.13), тобто необхідно знайти значення 
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, яке  максимізує 
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Отримаємо вирази для ймовірностей 
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 появи символів на виході каналу:
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Ймовірність 
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 не залежить від розподілу ймовірностей появи символів на вході каналу, тому для максимізації 
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 необхідно, щоб різниця між 
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 була якомога меншою ( дивися розділ 1 ). Легко пересвідчитись, що при 
[image: image501.wmf]5

,

0

)

(

)

(

2

1

=

=

x

p

x

p


	
[image: image502.wmf].

2

/

)

(

)

(

)

(

2

1

n

p

q

y

p

y

p

+

=

=




Отже
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Задача  3.2.7

Знайти ймовірність того, що при передачі кодової комбінації двійкового коду довжиною  n = 10  по біноміальному каналу з ймовірністю спотворення двійкового символу  p = 0,01
–  буде спотворено хоча б один символ;

–  буде спотворено тільки перший, третій та четвертий символи;

–  буде спотворено точно три символи на будь-яких позиціях;

–  буде спотворено три або більше будь-яких символів.

Розв`язання. Ймовірність P ( ( 1,10 ) того, що буде спотворений хоча б один символ можна розрахувати, скориставшись виразом (3.17), однак простіше цю ймовірність знайти таким чином:

   P ( ( 1,10 ) = 1 – P ( 0,10 ) = 1 – ( 1 – p ) 10 = 1 – ( 1 – 0,01 ) 10 = 0,095618.

Для приблизної оцінки ймовірності  P ( ( 1, n )  спотворення кодової комбінації в біноміальному каналі іноді користуються виразом




P ( ( 1, n )  (  np, 
              
           (3.23)

який отримують із точного виразу

P ( ( 1, n ) = 1 – ( 1 – p ) n  = 1 – 1 + np – C
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n
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залишаючи в розкладанні ( 1 – p ) n за формулою бінома Ньютона тільки  1– np. Для даної задачі застосування  (3.23)  дає

P ( ( 1,10 ) ( 10 ( 0,01 = 0,1 ,

що досить близько до точного значення.

Однак користуватись виразом (3.23) слід обережно, в чому можна пересвідчитись на такому прикладі. Нехай довжина кодової комбінації n = 120, а ймовірність спотворення двійкового символу  p = = 0,01.Тоді

P ( ( 1,120 ) = 1 – ( 1 – 0,01 ) 120 = 0,70062 .

Застосування  ж  формули  (3.23)  дає

P ( ( 1,10 ) ( 1,2 ,

що значно відрізняється від точного значення, крім того результат є некоректним, оскільки значення ймовірності не може перевищувати одиницю. Вираз  (3.23)  можна використовувати тільки при  np << 1.

Ймовірність  P1,3,4 ( 10 )  спотворення тільки першого, третього та четвертого символів буде дорівнювати добутку ймовірностей безпомилкової передачі чи спотворення відповідно для символів, розташованих на усіх позиціях кодової комбінації:

P1,3,4 ( 10 ) =  p 3 ( ( 1 – p ) ( 10 – 3 ) = 0,013 ( 0,99 7  = 9,32065 (10 – 7 .

Ймовірність  P ( 3,10 ) спотворення точно трьох символів, розташованих на будь-яких позиціях,  розраховується за формулою (3.16):

P ( 3,10 ) =  C
[image: image509.wmf]3

10

( p 3 ( ( 1 – p ) 7 =  120 ( 0,013 ( 0,99 7  = 1,11847 (10 – 4 .
Ймовірність  P ( ( 3,10 ) спотворення трьох або більшої кількості символів в кодовій комбінації знайдемо таким чином:
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Як бачимо, ця ймовірність незначно відрізняється  від  P ( 3,10 ).

Задача  3.2.8

Порівняти ймовірності спотворення точно і  символів при передачі кодової комбінації двійкового коду довжиною n = 15 по біноміальному   каналу із ймовірністю спотворення двійкового символу р = = 0,001 та по каналу з групуванням помилок, який описується моделлю Пуртова із таким же, які і для біноміального каналу, значенням середньої ймовірності помилки при передачі двійкового символу  р = 0,001 та із коефіцієнтом групування  ( = 0,5.

Розв’язання. Порівняння будемо проводити для кількості і помилок в кодовій комбінації від 0 до 4, оскільки модель Пуртова можна застосовувати тільки для  i ( n / 3.
Значення ймовірностей Р ( і,15 ) для біноміального каналу знайдемо за виразом (3.16).

Для каналу із групуванням помилок ймовірності  РГ ( і,15 ) спотворення точно і символів в кодовій комбінації отримаємо таким чином

РГ ( і,15 ) = Р ( ( і,15 ) – Р ( ( і + 1,15 ) ;  i = 1,2,3,4
та   РГ ( 0,15 ) = 1 – Р ( ( 1,15 ) .

З  урахуванням  (3.18)  маємо  при  і > 0
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Для  р = 0,001 та  ( = 0,5
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Результати розрахунків  Р ( і,15 )  та  РГ ( і,15 ) для 
[image: image513.wmf]4

,

0

=

i

 наведено у таблиці 3.2. 

 Таблиця  3.2

	i
	0
	1
	2
	3
	4

	Р ( і,15 )
	0,985105
	1,479(10 – 2
	1,036(10 – 4
	4,496(10 – 7
	1,35(10 – 9

	РГ ( і,15 )
	0,996127
	1,134(10 – 3
	5,025(10 – 4
	2,996(10 – 4
	2,044(10 – 4


Аналіз даних таблиці показує, що ймовірність  Р ( і,15 ) виникнення точно і  помилок в кодовій комбінації при передачі її через біноміальний канал суттєво зменшується при збільшенні  і. Для каналу із групуванням помилок це зменшення є набагато повільнішим.

Задача  3.2.9

Через стаціонарний несиметричний двійковий канал без пам’яті з матрицею перехідних ймовірностей
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передаються кодові комбінації двійкового коду довжиною n = 5. Всі кодові комбінації однаково ймовірні. Знайти ймовірність того, що в кодовій комбінації на виході каналу

– помилки будуть відсутні;

– буде спотворено точно один двійковий символ на будь-якій позиції кодової комбінації.

Розв’язання. Ймовірність Р(0,5) відсутності спотворених символів в кодовій комбінації на виході каналу розраховується за виразом
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де P{n0 = i} = C 
[image: image516.wmf]i

5

/ 2 5 – ймовірність того, що в кодовій комбінації на виході каналу буде точно і нулів ( кількість одиниць при цьому буде дорівнювати  5 – і );

P{s = 0 / n0  = i}  – ймовірність того, що при передачі кодової комбінації, до складу якої входить точно  і  нулів, не буде спотворено жодного символу.

Оскільки канал не має пам’яті,

P{s = 0 / n0  = i} =  p(0/0)i( p(1/1)5–i.
Підставляючи в наведені вирази значення перехідних ймовірностей каналу, отримаємо

Р(0,5) = 0,753632 .
Ймовірність  Р(1,5) спотворення точно одного двійкового символу можна знайти таким чином:
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де  P{s = 1 / n0  = i}  – ймовірність того, що при передачі по каналу кодової комбінації, до складу якої входить точно  і  нулів,  буде спотворено точно один символ.

Спотворення точно одного символу при передачі по каналу двійкової комбінації, яка має і  нулів, та  ( 5 – і ) одиниць, може відбутися одним із двох несумісних випадків: спотворюється тільки один із і  нулів та всі ( 5 – і )  одиниць передаються безпомилково або спотворюється тільки одна із ( 5 – і ) одиниць та всі  і  нулів передаються безпомилково. З урахуванням цього маємо
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Підставляючи перехідні ймовірності каналу, отримаємо

Р(1,5) = 0,219311.

Як бачимо, розрахунки для несиметричного каналу значно складніші, ніж для симетричного.

Задача  3.2.10

Повідомлення деякого дискретного джерела інформації передаються кодовими комбінаціями завадостійкого двійкового коду довжиною n = 31. Код здатен виправляти всі помилки кратності один, два та три. Якщо ж в кодовій комбінації буде спотворено більше трьох символів, спотворена кодова комбінація буде декодована невірно, тобто одержувач отримає не те повідомлення, яке передавалось.

Знайти ймовірність того, що повідомлення, яке передається кодовою комбінацією такого коду, буде декодовано помилково, якщо для передачі використовується

– біноміальний канал із ймовірністю спотворення двійкового символу  p = 0,001;

– канал із групуванням помилок, що описується моделлю Пуртова зі значеннями параметрів  р = 0,001; ( = 0,8 .

Розв’язання. Повідомлення буде декодоване помилково, якщо в кодовій комбінації буде спотворено чотири або більше двійкових символів. Ймовірність  PП  такої події
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Для біноміального каналу краще користуватись останнім співвідношенням:
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Для каналу із групуванням помилок маємо згідно з виразом  (3.18)
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Аналіз отриманих результатів свідчить про значну ефективність застосування завадостійкого кодування при передачі повідомлень через біноміальний канал – ймовірність отримання одержувачем помилкового повідомлення буде дуже малою:  
[image: image522.wmf].
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Щоб зробити висновок про доцільність використання завадостійкого кодування при передачі повідомлень через канал із групуванням помилок, розрахуємо ймовірність 
[image: image523.wmf])
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 будь-якого спотворення кодової комбінації:
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Таку ймовірність невірної передачі повідомлення будемо мати без застосування будь-якого завадостійкого коду. Оскільки ця величина незначно відрізняється від ймовірності 
[image: image525.wmf]3
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 помилкового декодування для завадостійкого коду, застосування завадостійкого кодування в цьому випадку навряд чи є доцільним.

3.3. Задачі

3.3.1. Маємо трійковий стаціонарний канал без пам’яті та без витирання. Ймовірності  p(xi, yk) сумісного виникнення символу xi  на вході каналу та символу  yk  –  на його виході для різних варіантів наведені у другому стовпці таблиці  3.3.1. Знайти середню кількість  I (Y, X )  інформації, що переноситься одним символом, швидкість 
[image: image526.wmf]I

 передачі інформації по каналу та пропускну здатність  C  каналу. Чисельні значення швидкості  v0 передачі символів по каналу  ( в  Бодах) наведені у третьому стовпці таблиці  3.3.1.

           Таблиця  3.3.1

	№

варіанта
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3.3.2.  Розрахувати пропускну здатність  C  двійкового стаціонарного симетричного по входу каналу без пам’яті із витиранням. Вихідні дані, а саме, ймовірності 

– правильного прийому двійкового символу   q ;

– помилки при його передачі по каналу   pП ;

–  витирання символу  pВ , 

а також швидкість  v0  передачі символів по каналу  ( в  Бодах) для різних варіантів наведені у  таблиці  3.3.2.
           Таблиця  3.3.2

	№

варіанта
	q
	pП
	pВ
	v0
	№

варіанта
	q
	pП
	pВ
	v0

	1
	0,90
	0,02
	0,08
	100
	11
	0,90
	0,03
	0,07
	200

	2
	0,87
	0,01
	0,12
	120
	12
	0,95
	0,01
	0,04
	300

	3
	0,95
	0,01
	0,04
	150
	13
	0,87
	0,03
	0,10
	600

	4
	0,88
	0,03
	0,09
	200
	14
	0,84
	0,04
	0,12
	1200

	5
	0,83
	0,03
	0,14
	300
	15
	0,94
	0,01
	0,05
	2400

	6
	0,80
	0,02
	0,18
	600
	16
	0,81
	0,02
	0,17
	50

	7
	0,92
	0,02
	0,06
	1200
	17
	0,88
	0,02
	0,10
	75

	8
	0,80
	0,05
	0,15
	2400
	18
	0,86
	0,03
	0,11
	100

	9
	0,91
	0,01
	0,08
	50
	19
	0,93
	0,01
	0,06
	120

	10
	0,88
	0,02
	0,10
	75
	20
	0,89
	0,01
	0,10
	150


3.3.3. Отримати чисельні значення ймовірностей спотворення t або більшої кількості символів в кодовій комбінації двійкового коду довжиною n  при передачі її через біноміальний каналу, в якому символи спотворюються із ймовірністю  р, та через двійковий канал з групуванням помилок, який описується моделлю  Пуртова  із таким же, як і для біноміального каналу, значенням середньої ймовірності помилки при передачі двійкового символу  р та із коефіцієнтом  групування  ( . Вихідні дані для різних варіантів наведені у  таблиці  3.3.3.
           Таблиця  3.3.3

	№

варіанта
	n
	t
	p
	(
	№

варіанта
	n
	t
	p
	(

	1
	15
	1
	3(10 – 3
	0,50
	11
	14
	2
	2(10 – 4
	0,80

	2
	13
	2
	2(10 – 3
	0,55
	12
	12
	3
	10 – 4
	0,30

	3
	11
	3
	10 – 3
	0,30
	13
	10
	1
	3(10 – 3
	0,35

	4
	9
	1
	5(10 – 4
	0,35
	14
	8
	1
	5(10 – 3
	0,40

	5
	7
	2
	10 – 2
	0,40
	15
	6
	2
	3(10 – 3
	0,45

	6
	14
	3
	10 – 4
	0,45
	16
	15
	3
	10 – 4
	0,50

	7
	12
	1
	3(10 – 4
	0,50
	17
	13
	1
	5(10 – 4
	0,55

	8
	10
	2
	2(10 – 3
	0,55
	18
	11
	2
	3(10 – 4
	0,65

	9
	8
	2
	10 – 2
	0,65
	19
	9
	3
	10 – 3
	0,75

	10
	6
	1
	2(10 – 2
	0,75
	20
	7
	1
	2(10 – 3
	0,80


4. КОДИ, ЇХ КЛАСИФІКАЦІЯ ТА ОСНОВНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ

4.1. Теоретичні положення
Кодування  –  це процес перетворення повідомлень в упорядковану послідовність символів  ( знаків, елементів )  одного алфавіту.

Код – сукупність кодових комбінацій, побудованих за одним правилом і на основі одного алфавіту.

Кодова комбінація –  це впорядкований набір символів (знаків, елементів) одного алфавіту.

Таким чином, кожному повідомленню однозначно відповідає визначена кодова комбінація. 

Наведемо коротку  класифікацію  кодів.

За потужністю алфавіту ( кількістю  q символів алфавіту ) коди розділяють на двійкові ( q = 2 ) та недвійкові ( q ( 2 ). Останні називають ще багатопозиційними або багатоосновними.

За  коректувальною здатністю коди розділяють на безнадмірні та надмірні.

До безнадмірних кодів належать так звані  прості або первинні коди, які використовують для первинного кодування джерел повідомлень. Ці коди не дозволяють виявляти і виправляти помилки. Це пояснюється тим, що такі коди використовують всі можливі комбінації  і будь-яка помилка призводить до появи дозволеної кодової комбінації.  

До надмірних кодів належать коди, які дозволяють виявляти та/або виправляти помилки. У цих кодах використовується тільки визначена частина можливих комбінацій, що дозволяє при спотворенні елементів кодових комбінацій виявити або виправити їх. Кількість виявлених або виправлених помилок буде залежати від коректувальної здатності коду,  тобто від його надмірності та особливостей побудови.

За  способом побудови  коди розділяють на блокові та неперервні. До першої групи належать коди, які є сукупністю кодових комбінацій, а до другої – коди, для яких кодування і декодування становлять неперервний у часі процес.

Блокові коди за кількістю елементів у кодових комбінаціях коду всі коди розділяють на рівномірні та нерівномірні. До першої групи належать коди, у яких всі комбінації, що складають код, мають однакову кількість елементів, а до другої – ті, у яких  кодові комбінації коду можуть містити різну кількість елементів. 

Блокові коди  за використанням перевірочних елементів  у кодових комбінаціях розділяють на роздільні на нероздільні. До першої групи належать коди,  кодові комбінації яких містять інформаційні та перевірочні елементи,  до другої – коди, у кодових комбінаціях яких не відокремлюються інформаційні та перевірочні елементи. 

Блокові коди  за способом побудови перевірочних елементів у кодових комбінаціях розділяють на  лінійні ( групові, систематичні ) та нелінійні ( несистематичні ). До першої групи належать коди, у яких перевірочні елементи одержують  як результат лінійних операцій над визначеними інформаційними елементами ( для двійкових кодів за модулем  2 ),  а до другої – коди, що будуються за іншими принципами.

 Різновидом лінійних ( систематичних ) кодів є циклічні коди, для котрих характерною є така особливість: циклічний зсув будь-якої комбінації коду дає комбінацію, яка завжди належить до цього коду.

При виборі коду для передачі даних керуються вимогами до вірогідності інформації, що передається, та швидкістю передачі даних, які визначаються, головним чином,  характеристиками кодів.  

До основних характеристик кодів належать:

довжина коду n – кількість елементів ( символів, знаків ), які складають кодову комбінацію ;

кількість інформаційних елементів  k ;

кількість перевірочних елементів r ( для коректувальних роздільних кодів ) ;

алфавіт коду  Q – множина символів ( знаків ), що різняться між собою,  яка використовується для побудови кодових комбінацій коду ( для двійкових кодів Q = {0,1} ) ;

потужність алфавіту коду q – кількість символів ( знаків ) алфавіту  ( для двійкового коду q = 2 ) ;

потужність коду N 0 – кількість дозволених кодових комбінацій, які використовуються для передачі повідомлень ( для блокових роздільних кодів у загальному вигляді N 0 = q k, зокрема для двійкових кодів  N 0 = 2 k  ) ;

повна кількість кодових комбінацій  N – кількість всіх можливих комбінацій для даного коду, яка дорівнює для блокових рівномірних  кодів у загальному вигляді N  = q n,  зокрема для двійкового коду  N  = 2 n ;

надмірність коду  R ,  яка визначається для роздільних кодів:

R = r / n  ,

та  для нероздільних кодів: 

R = 1 – ( log 2 N 0  / log 2 N  ) ;

швидкість коду  V :

      V = 1 – R ;

для роздільних кодів  маємо  V = k / n = 1 – ( r / n ) ;

вага кодової комбінації  w – для двійкового коду визначається кількістю одиниць у кодовій комбінації ;

кодова відстань d між двома кодовими комбінаціями однакової довжини визначається як кількість одноіменних елементів ( розрядів )  з різними значеннями символів  ( відстань  Хеммінга ) ;

мінімальна кодова відстань  d min – визначається для коду в цілому як мінімальне значення кодових відстаней між усіма парами кодових комбінацій, що належать до даного коду. Мінімальна кодова відстань визначає його здатність виявляти та виправляти помилки. Так, для кодів, що виявляють помилки, d min повинна мати значення: d min (  t + 1,  для кодів, що виправляють помилки: d min ( 2 s + 1, де t – кратність помилки, що виявляється кодом, s – кратність помилки, що виправляється кодом .

4.2.   Приклади розв’язання задач

Задача  4.2.1

Алфавіт дискретного джерела інформації налічує 64 символи, які кодуються в кодері рівномірним двійковим завадостійким кодом  довжиною  n = 8. Визначити надмірність такого коду.
Розв'язання.  Для безнадмірного кодування 64 символів достатньо застосувати рівномірний двійковий код довжиною  k = log 2 64 = 6. Це число визначає кількість інформаційних елементів. 

Тоді  надмірність  завадостійкого  коду 

R = 1 – k / n =  1 – 6 / 8 = 1 / 4 = 0,25.

Задача  4.2.2

Визначити кодову відстань між комбінаціями А і В двійкового коду та записати всі комбінації, які знаходяться від комбінації  А  на кодовій відстані  d = 3,  якщо  А = 01001,  В = 11101. 

 Розв'язання.  Щоб визначити кодову відстань між комбінаціями  А  та  В  знаходимо поелементну суму за модулем  2  цих комбінацій :

	A  (  B  =   (
	01001
	

	
	11101
	

	
	10101
	;


одержуємо  комбінацію C  = 10100, вага якої  w = 2. Тобто в комбінаці-ях А і В у трьох однойменних розрядах  ( на 1-му справа, 2-му і 4-му ) знаходяться однакові символи, а на двох  ( на 3-му справа і 5-му ) – різні, сукупність яких і визначає степінь різниці між комбінаціями А та В. Вага комбінації С є кодовою відстанню Хеммінга між комбінаціями А  та  В. 

Будь-яка комбінація ваги w = 3,   якщо її порозрядно додати за модулем  2  до комбінації A ( такої ж довжини ), дає нову комбінацію, яка буде знаходитися від комбінації  A  на кодовій відстані d = 3. Кількість  таких   комбінацій   буде  дорівнювати   кількості  сполучень

з   n = 5  по  d = 3 :
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Ці комбінації одержуємо, додаючи порозрядно до комбінації А почергово  всі десять комбінацій  з  вагою 3:
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Таким чином одержуємо  такі 10  комбінацій, які знаходяться від комбінації А на кодовій відстані d = 3: 01110, 00010, 00100, 00111, 11010,  11100, 11111, 10000, 10011, 10101.

Задача  4.2.3
Побудувати всі комбінації n - елементного ( розрядного ) двійкового простого коду, які знаходяться від двійкової комбінації А на кодовій відстані  d = 2,  якщо  А = 10101,  n = 5.

Розв'язання. Для отримання комбінацій двійкового простого коду, які знаходяться на кодовій відстані d = 2 від комбінації А, треба до комбінації А додати за модулем 2 всі комбінації двійкового  n-елементного ( n = 5 ) простого коду  з відповідною вагою  ( w = 2 ).


Загалом кількість відповідної ваги визначається з виразу 
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Додавання комбінацій виконуємо поелементно за модулем 2 без переносу. При цьому отримуємо 10 кодових комбінацій двійкового простого коду, які знаходяться від комбінації А = 10101 на кодовій відстані  d = 2.

4.3.   Задачі

4.3.1. Алфавіт джерела налічує N 0  символів , які кодують рівно-мірним двійковим простим кодом. Згідно з варіантами, поданими в таблиці 4.3.1, визначити надмірність повідомлень, які надходять до каналу зв'язку з завадами  з  виходу кодера, де вони кодуються завадостійким кодом, якщо довжина коду на виході кодера  n.

Таблиця 4.3.1

	№  варіанта
	Кількість повідомлень,  N 0
	Довжина коду,  n

	1
	16
	7

	2
	32
	9

	3
	128
	11

	4
	256
	12

	5
	512
	15


4.3.2. Згідно з варіантами, поданими в таблиці 4.3.2, визначити кодову відстань між двійковими комбінаціями  А та В двійкового коду та записати всі комбінації, які знаходяться від комбінації А на кодовій відстані  d .
         Таблиця 4.3.2

	№ варіанта
	Двійкові кодові комбінації
	Кодова відстань, d

	
	А
	В
	

	1
	0110
	1101
	2

	2
	10101
	01011
	3

	3
	1101001
	0011101
	4

	4
	0111000
	1000110
	5

	5
	00011101
	11100110
	6


4.3.3. Згідно з варіантами, поданими в таблиці 4.3.3, побудувати всі комбінації n-елементного двійкового простого коду, які знаходяться від двійкової комбінації  А  на кодовій відстані  d.
           Таблиця 4.3.3

	№ варіанта
	Двійкова  кодова комбінація,  А
	Довжина  коду, 

n
	Кодова відстань,  d

	1
	0110
	4
	2

	2
	101010
	6
	3

	3
	1101001
	7
	4

	4
	01110001
	8
	5

	5
	111010
	6
	1,2,3,4


4.3.4. Згідно з варіантами,  поданими  в таблиці  4.3.4,  визначити мінімальну та максимальну кодові відстані Хеммінга  d між комбінаціями  А, В, С, D  двійкового  n-елементного  простого коду.

          Таблиця 4.3.4

	№

варі-анта
	Двійкові  кодові  комбінації
	Дов-жина коду, n

	
	A
	B
	C
	D
	

	1
	00011
	11011
	10101
	11110
	5

	2
	100011
	011010
	010100
	011100
	6

	3
	0010000
	1101011
	0101110
	0101101
	7

	4
	11100011
	00110110
	01010101
	11001101
	8

	5
	010101010
	110110110
	010010101
	110011010
	9


4.3.5. Згідно з варіантами, поданими в таблиці 4.3.5, підрахувати кількість всіх комбінацій двійкового  n - елементного простого коду, які знаходяться від комбінації А  на кодовій відстані  Хеммінга d, та побудувати їх. 


Таблиця 4.3.5

	№  

 варіанта
	Кодова комбінація,  А
	Довжина  коду, 

n
	Кодова  відстань,

 d

	1
	0110
	4
	2

	2
	10000
	5
	3

	3
	101001
	6
	4

	4
	1010110
	7
	5

	5
	01110101
	8
	6


5.  ДВІЙКОВО-ДЕСЯТКОВІ  ТА ДВІЙКОВІ РЕФЛЕКСНІ КОДИ

5.1.  Теоретичні  положення

У  двійково-десятковому  коді  ( ДДК )  кожний розряд десяткового числа записується у вигляді двійкової тетради (чотирирозрядного числа ). Кожний двійковий розряд тетради має свою вагу у десятковій системі числення. Підсумовуючи  вагу всіх чотирьох розрядів тетради, одержують цифру десяткового числа, яке вона відображає. 

Розрізняють  ДДК з додатною вагою  розрядів,  ДДК з додатною і від’ємною вагою розрядів  та  ДДК з самодоповненням.
ДДК  з  додатною  вагою  розрядів  будується таким чином:

– вага  молодшого розряду w1 = 1;

– вага другого за мінімальним значенням розряду w2 може дорівнювати 1 або 2;

– вага, що відповідає останнім двом розрядам коду  w3  i  w4, підбирається таким чином, щоб їх сума була  ( 6  при  w2 = 2  та  ( 7 – при  w2 = 1.

У відповідності з наведеним порядком побудови можна одержати  17 варіантів  ДДК з додатною вагою (табл. 5.1).

У  ДДК  з  додатною  та  від’ємною  вагою  розрядів  кількість варіантів значно зростає (табл. 5.2). У таких кодах вага розрядів може бути як додатною, так  і  від’ємною.

Вибір того чи іншого ДДК залежить від конкретних умов його застосування і зручності реалізації. Слід зауважити, що ДДК широко використовують у вимірювальних пристроях, цифрових  індикаторах та мнемосхемах. 



Таблиця  5.1

	№ 
варіанта 
ДДК
	Вага розрядів

	
	w4
	w3
	w2
	w1

	1
	8
	4
	2
	1

	2
	7
	4
	2
	1

	3
	6
	4
	2
	1

	4
	5
	4
	2
	1

	5
	4
	4
	2
	1

	6
	7
	3
	2
	1

	7
	6
	3
	2
	1

	8
	5
	3
	2
	1

	9
	4
	3
	2
	1

	10
	3
	3
	2
	1

	11
	6
	2
	2
	1

	12
	5
	2
	2
	1

	13
	4
	2
	2
	1

	14
	6
	3
	1
	1

	15
	5
	3
	1
	1

	16
	4
	3
	1
	1

	17
	5
	2
	1
	1


ДДК  з  самодоповненням мають властивість самодоповнення. Ці коди з’явилися у зв’язку з необхідністю заміни операції віднімання в ЕОМ операцією додавання, що виконується у спеціальних машинних кодах. Так, у зворотному коді з самодоповненням кожний розряд [ai]2 подається як доповнення до  ( 2 – 1 ), тобто [ai]2 = 2 – 1 – ai.  Доповнення до 2 – 1 = 1 дорівнює 0,  якщо  ai = 1, та  1, якщо  ai = 0, тобто є інверсією цифри  ai . 

Таблиця 5.2

	№

ДДК
	Вага розрядів
	№

ДДК
	Вага розрядів

	
	w4
	w3
	w2
	w1
	
	w4
	w3
	w2
	w1

	1
	8
	7
	-4
	-2
	28
	8
	4
	3
	-2

	2
	8
	4
	-3
	-2
	29
	6
	4
	3
	-2

	3
	7
	2
	-4
	-1
	30
	5
	4
	3
	-2

	4
	7
	2
	-3
	-1
	31
	4
	4
	3
	-2

	5
	8
	4
	-2
	-1
	32
	6
	3
	2
	-2

	6
	7
	4
	-2
	-1
	33
	8
	4
	1
	-2

	7
	6
	4
	-2
	-1
	34
	6
	4
	1
	-2

	8
	5
	4
	-2
	-1
	35
	5
	4
	1
	-2

	9
	6
	3
	-2
	-1
	36
	4
	4
	1
	-2

	10
	6
	3
	-1
	-1
	37
	7
	3
	1
	2

	11
	7
	5
	3
	-6
	38
	6
	3
	1
	-2

	12
	6
	4
	3
	-5
	39
	5
	3
	1
	-2

	13
	6
	5
	3
	-4
	40
	6
	2
	1
	-2

	14
	6
	5
	2
	-4
	41
	8
	4
	2
	-1

	15
	8
	3
	2
	-4
	42
	7
	4
	2
	-1

	16
	6
	3
	2
	-4
	43
	6
	4
	2
	-1

	17
	8
	6
	1
	-4
	44
	5
	4
	2
	-1

	18
	7
	5
	1
	-4
	45
	4
	4
	2
	-1

	19
	8
	2
	1
	-4
	46
	7
	3
	2
	-1

	20
	7
	2
	1
	-4
	47
	6
	3
	2
	-1

	21
	6
	2
	1
	-4
	48
	5
	3
	2
	-1

	22
	8
	4
	2
	-3
	49
	4
	3
	2
	-1

	23
	6
	4
	2
	-3
	50
	6
	2
	2
	-1

	24
	5
	4
	2
	-3
	51
	5
	2
	2
	-1

	25
	7
	5
	1
	-3
	52
	6
	3
	1
	-1

	26
	7
	2
	1
	-3
	53
	5
	3
	1
	-1

	27
	6
	2
	1
	-3
	
	
	
	
	


Для десяткового коду необхідно знаходити доповнення до 9. Зручність цих кодів полягає у тому, що цифра, яка є доповненням до 9, знаходиться за аналогією двійковому коду простою інверсією двійкових зображень десяткового числа у коді, до якого шукають доповнення. 

Таким чином, якщо розряд десяткового числа  ai  поданий тетрадою двійкових розрядів  w4 w3 w2 w1, то доповнення  до 9 визначається  як  [ai]10 = 
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 – заперечення двійкової цифри  wi 

Найбільше розповсюдження серед ДДК з самодоповненням одержали коди Айкена  (2  4  2  1) та код з надмірністю 3 (8  4  2  1) (табл.5.3). 

Таблиця 5.3.

	Десяткове число
	Код    Айкена
	Код з надмірністю 3

	0
	0 0 0 0
	0 0 1 1

	1
	0 0 0 1
	0 1 0 0 

	2
	0 0 1 0
	0 1 0 1

	3
	0 0 1 1
	0 1 1 0

	4
	0 1 0 0
	0 1 1 1

	5
	1 0 1 1
	1 0 0 0

	6
	1 1 0 0
	1 0 0 1

	7
	1 1 0 1 
	1 0 1 0

	8
	1 1 1 0
	1 0 1 1

	9
	1 1 1 1
	1 1 0 0


Двійкові  рефлексні  коди  ( коди  відбиття ) застосовуються, головним чином, у телевимірюванні. Особливістю їх побудови  є те, що, на відміну  від двійкових простих кодів, кодові комбінації для сусідніх чисел відрізняються тільки в одному розряді, тобто кодова відстань між сусідніми кодовими комбінаціями такого коду дорівнює одиниці.

До особливостей рефлексних кодів відноситься також те, що зміна елементів у кожному розряді при переході від комбінації до комбінації відбувається  у  два рази рідше ніж у  простому коді, що значно спрощує побудову кодера. Крім того, при визначенні суми за модулем  2 двох сусідніх комбінацій рефлексного коду кількість одиниць дорівнюватиме кількості розрядів мінус 3, тобто одиниці, що звичайно використовується для перевірки правильності прийнятої комбінації.

Свою назву рефлексні коди одержали через наявність осей симетрії, відносно яких виразно вбачається ідентичність елементів у деяких розрядах. Вісь симетрії, яка розміщується в n - розрядному рефлексному коді між комбінаціями, що відповідають рівням ( 2 n - 1 – 1 )  та  2 n - 1, називається головною віссю симетрії. Відносно неї має місце ідентичність елементів в ( n – 1 ) розрядах симетричних кодових комбінацій. Можна одержати велику кількість двійкових рефлексних кодів, але найбільше поширення  з  них одержав  код  Грея  (табл. 5.4),  який на відмінність від інших, має більш прості методи  і  схеми перетворення його у двійковий простий код.

Перетворення двійкового простого коду у рефлексний код Грея виконується за алгоритмом 

yi = xi ( xi+1 ,

де  yi  – значення i - го розряду коду Грея;  xi , x i + 1  – відповідні значення розрядів двійкового числа  ( і = 1, 2, . . . , n ,  починаючи зліва ).

Таким чином, для одержання комбінації коду Грея  достатньо зсунути комбінацію двійкового простого коду на один розряд вправо, порозрядно додати  її  до первинної кодової комбінації за модулем 2 ( без переносів між розрядами ) і відкинути молодший розряд одержаної суми.

Таблиця 5.4.

	Десяткове число
	Двійковий простий 
код
	Двійковий код Грея

	0
	0 0 0 0
	0 0 0 0

	1
	0 0 0 1
	0 0 0 1

	2
	0 0 1 0
	0 0 1 1

	3
	0 0 1 1
	0 0 1 0

	4
	0 1 0 0
	0 1 1 0

	5
	0 1 0 1
	0 1 1 1

	6
	0 1 1 0
	0 1 0 1

	7
	0 1 1 1
	0 1 0 0

	8
	1 0 0 0 
	1 1 0 0

	9
	1 0 0 1
	1 1 0 1

	10
	1 0 1 0
	1 1 1 1 

	11
	1 0 1 1
	1 1 1 0

	12
	1 1 0 0 
	1 0 1 0

	13
	1 1 0 1
	1 0 1 1

	14
	1 1 1 0
	1 0 0 1

	15
	1 1 1 1
	1 0 0 0 


Декодування ( зворотне перетворення )  коду Грея у двійковий простий код можна виконати двома способами.

Алгоритм 1:  
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де  xn  та  yn – відповідно  значення старшого розряду двійкового простого коду і коду  Грея  ( i  =  n – 1, n – 2, . . . , 1,  починаючи зліва ).

Алгоритм 2:    
[image: image572.wmf]å

=

=

n

i

j

j

i

y

x

,  

де  yj  – значення розрядів коду Грея, а сума за модулем 2 береться по всім розрядам коду Грея від  i - го  до  n - го ( старшого, крайнього зліва ).

Іншими словами, щоб виконати перехід від коду Грея до двійкового простого коду, треба:

– залишити цифру старшого розряду без зміни;

– кожну наступну цифру інвертувати стільки разів, скільки одиниць стоїть перед нею у коді Грея, або виконати послідовне порозрядне підсумовування за модулем 2 розрядів кодової комбінації коду Грея першого ( старшого ) розряду  і  другого ( 1 (  2 ), а потім послідовно 1 ( 2 ( 3,   1 ( 2 ( 3 ( 4   і  т. д.   

До  характерних особливостей коду Грея слід віднести те, що, по-перше, кожна наступна комбінація завжди відрізняється від попередньої тільки в одній позиції ( одному розряді ); по-друге, зміна значень елементів у кожному розряді при переході від комбінації до комбінації відбувається у два рази рідше, ніж у двійковому простому коді, тобто, якщо у двійковому простому коді зміна елемента першого (молодшого) розряду  відбувається з чергуванням 0 - 1 - 0 - 1 - 0 - 1 - . . . , другого розряду – з чергуванням  00 - 11 - 00 - 11 - . . . , третього – з чергуванням 0000 - 1111 - 0000 - 1111 - . . . і  т.п., то у коді Грея відповідно маємо такі чергування: для першого розряду 00 - 11 - 00 - 11- . . . , для другого – 0000 - 1111 - 0000 - 1111 - . . .  .

5.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача  5.2.1
Закодувати  число 874310  двійково-десятковими кодами: з додатною вагою розрядів 5 4 2 1  та  з  додатною і від’ємною вагою розрядів  5  4 -2 -1.

Розв’язання.  Кодові комбінації ДДК будуть мати вигляд:

– для ДДК з додатною вагою розрядів:

1011 0111 0100 0011 0001 0000

        (1010)  ;

– для ДДК з додатною і від’ємною вагою розрядів:

1101 1110 1001 0101 0111 0000


              (0100).

Примітка: У дужках подані інші можливі варіанти кодування відповідних цифр.

Задача  5.2.2
Закодувати  число 407569  двійково-десятковими кодами з самодоповненням: Айкена  та  з  надмірністю  3.

Розв’язання.  Кодові комбінації ДДК будуть мати вигляд:

– для ДДК  Айкена, вага розрядів якого  2 4 2 1:

0100 0000 1101 1011 1100 1111 ;

– для ДДК з надмірністю 3, вага розрядів якого  8 4 2 1:

0111 0011 1010 1000 1001 1100.

Задача  5.2.3
Перетворити у двійковий код Грея комбінацію двійкового простого коду  1101001101.

Розв’язання.  Для перетворення комбінації двійкового простого коду в комбінацію коду Грея обчислюємо суму за модулем 2  комбінації простого коду з такою ж комбінацією, але зсунутою вправо на один розряд, і без урахування останнього ( молодшого ) розряду  у  зсуненій комбінації:

	(
	1101001101
	

	
	  110100110(1)   
	

	
	1011101011      
	.


    Таким чином,  комбінація коду Грея  має вигляд:

1011101011.

Задача  5.2.4
Перетворити комбінацію 0110110000 двійкового коду Грея  у комбінацію двійкового простого коду.

Розв’язання.  Для перетворення комбінації двійкового коду Грея в комбінацію двійкового простого коду переписуємо старший розряд комбінації коду Грея без зміни і далі виконуємо  послідовне  підсумовування за модулем 2 розрядів кодової комбінації коду Грея першого ( старшого )  розряду  і  другого ( 1 ( 2 ), а потім послідовно 1 ( 2 ( 3, 1 ( 2 ( 3 ( 4   і  т. д. 

Таким чином одержуємо комбінацію двійкового простого коду: 0100100000. 

Перевіряємо правильність перетворення. Для цього виконаємо перетворення комбінації одержаного двійкового простого коду у комбінацію коду Грея  ( порядок перетворення див. у задачі  5.2.3 ):

	(
	0100100000
	

	
	  010010000(0)
	

	
	0110110000    
	.


Порівнюючи одержану комбінацію коду Грея  із  заданою умовою задачі, впевнюємося  у правильності  виконаного перетворення комбінації коду Грея  у  комбінацію двійкового простого коду. 

5.3.  Задачі

 5.3.1. Закодувати  десяткове число N  двійково-десятковими кодами: з додатною вагою розрядів; з   додатною  і  від’ємною вагою роз-рядів; з самодоповненням: Айкена  або  з  надмірністю 3 для варіантів, які подані в таблиці  5.3.1:

Таблиця 5.3.1

	№
варіанта


	Десяткове 
число  
	Двійково-десятковий  код

	
	
	З   додатною вагою розрядів
	З   додатною  і  від’ємною вагою 
розрядів
	З самодоповненням

	1
	38562079
	8 4 2 1
	8  4  2  -1
	Айкена

	2
	40157386
	7 4 2 1
	8  4  -2  -1
	з надмірністю 3

	3
	32154096
	6 4 2 1
	8  4  -3  -2
	Айкена

	4
	45961832
	5 4 2 1
	8  7  -4  -2
	з надмірністю 3

	5
	24738105
	4 4 2 1
	7  2  -3  -1
	Айкена

	6
	14286035
	7 3 2 1
	7  4  -2  -1
	з надмірністю 3

	7
	013486925
	6 3 2 1
	6  4  -2  -1
	Айкена

	8
	205731649
	5 3 2 1
	7  4  2  -1
	з надмірністю 3

	9
	046713892
	4 3 2 1
	6  4  2  -1
	Айкена

	10
	204135786
	3 3 2 1
	5  4  2  -1
	з надмірністю 3

	11
	621059873
	6 2 2 1
	4  4  2  -1
	Айкена

	12
	043175962
	5 2 2 1
	6  3  2  -1
	з надмірністю 3

	13
	325471068
	4 2 2 1
	5  3  2  -1
	Айкена

	14
	801567432
	6 3 1 1
	4  3  2  -1
	з надмірністю 3

	15
	261049873
	5 3 1 1
	8  6  1  -4
	Айкена

	16
	180659832
	4 3 1 1
	6  2  2  -1
	з надмірністю 3

	17
	731620958
	5 2 1 1
	5  3  1  -1
	Айкена

	18
	361948072
	8 4 2 1
	8  3  2  -4
	з надмірністю 3

	19
	476509831
	7 3 2 1
	6  4  2  -3
	Айкена

	20
	237120594
	5 3 2 1
	7  5  1  -3
	з надмірністю 3


5.3.2.  Перетворити у двійковий код Грея комбінацію двійкового простого коду  та показати процес зворотного перетворення одержаної комбінації двійкового коду Грея у комбінацію двійкового простого коду згідно варіантів, які подані в таблиці 5.3.2. 

Таблиця 5.3.2

	№
варіанта
	Комбінація двійкового простого коду 
	№
варіанта
	Комбінація двійкового простого коду 

	1
	001011101101
	10
	0101010101011

	2
	11001101110101
	11
	1101101100111

	3
	1011110001101
	12
	11110100110101

	4
	01101101110110
	13
	0110110111001

	5
	00110001111011
	14
	0101010111110

	6
	1001100101010
	15
	10101011101010

	7
	000110110101
	16
	1101010010111

	8
	110001101011
	17
	001011101101

	9
	001011100111
	18
	100110110110


6. ШТРИХОВІ КОДИ

6.1. Теоретичні  положення

Штрихові коди ( ШК )  широко використовуються в медицині, торгівлі, промисловості тощо. ШК – це послідовність  штрихів і пробілів, що розташовані у напрямку уявленої прямої. Інформацію у ШК можуть нести як штрихи і пробіли різної ширини, так і штрихи різної висоти.

Існує багато ШК які в основному мають вузькоспеціальне призначення. Найбільш поширеними ШК є коди, що рекомендовані Міжнародною асоціацією EAN. Це коди EAN ( European Article Numbering )   та  UPC  ( Uniform  Product  Code ) .

Штрихові  коди  EAN  призначені для кодування 10 цифр ( 0. . .9 ) і додаткових символів ( СТАРТ, СТОП та розділові знаки ). Код може мати довжину кодового слова  4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 13 і 14 знаків. Але існує два основні різновиди  коду EAN: EAN-13  і  EAN-8, де цифрою позначена довжина  коду ( кількість знаків у кодовому слові ). Так наприклад, код EAN-13 має структуру, яка наведена на рис. 6.1. 






Як видно з рисунка  6.1, код країни ( див. табл. додатка В ) може мати не два, а три знаки. У цьому разі код товаровиробника має не 5, а 4  знаки.

Контрольний символ визначається за таким алгоритмом:

1- ий крок: знаходять суму цифр, розташованих на непарних позиціях кодового слова ( перегляд виконується справа наліво ), і помножують одержаний результат на 3;

2 - ий крок: знаходять суму цифр, розташованих на парних позиціях кодового слова;

3 - ій  крок: визначають добуток сум, знайдених при 1-му та 2-му кроках;

4 - ий  крок: обчислюють контрольну цифру, яка дорівнює найменшому числу, що не перевищує 9, яке, якщо його додати до результату, одержаному на 3-му кроці, дає кратне 10 число.

Для кодування інформації у ШК EAN використовуються чотири набори знаків: A, B, C  та  D  ( табл.6.1 ) для кодування десяткових цифр, а також знаків СТАРТ, СТОП  ( Н1, Н2, Н3 ), та розділових зна-ків  ( Н4  та  Н5 ). Кожний знак містить у собі два штрихи і два пробіли. Довжина кожного знака для кодування цифр дорівнює 7 модулям     ( 7-ми  елементам зображення ), а допоміжні знаки мають  довжину 3, 5  і  6 модулів. Як знак СТАРТ використовуються набори Н1  та  Н3, а знак СТОП – Н1  та  Н2  у залежності від символів початку і кінця кодового слова  ( табл.6.2,  де  0 – пробіл,  1 – штрих ).

Таблиця 6.1

	Сим-

воли
	Набір  А
	Набір  В
	Набір  С
	Набір  D

	
	Двійковий еквівалент
	Двійковий еквівалент
	Двійковий еквівалент
	Двійковий еквівалент

	0
	0001101
	0100111
	1110010
	1011000

	1
	0011001
	0110011
	1100110
	1001100

	2
	0010011
	0011011
	1101100
	1100100

	3
	0111101
	0100001
	1000010
	1011110

	4
	0100011
	0011101
	1011100
	1100010

	5
	0110001
	0111001
	1001110
	1000110

	6
	0101111
	0000101
	1010000
	1111010

	7
	0111011
	0010001
	1000100
	1101110

	8
	0110111
	0001001
	1001000
	1110110

	9
	0001011
	0010111
	1110100
	1101000

	Н1
	101
	Обмежувальні

знаки  СТАРТ

і      СТОП

	Н2
	010101
	

	Н3
	101010
	

	Н4
	01010
	Розділові     

знаки

	Н5
	10101
	


Примітка:  При зображенні кодового слова у штриховому коді , згідно табл. 6.1, подають: 0 – одним, 00 – двома, 000 – трьома  і  0000 – чотирма інтервалами, а  1 – тонким штрихом (    ) ,  11 – штрихом (    ),    111 – штрихом (      )  і  1111 – штрихом  (       )  .      

                                                                                              Таблиця 6.2 

	Знак  СТАРТ
	Кодове слово
	Знак

 СТОП

	Н1
	0 . . . . . . . . . .  0
	Н1

	Н3
	1 . . . . . . . . . . .1
	Н2

	Н1
	0 . . . . . . . . . . .1
	Н2

	Н3
	1 . . . . . . . . . . .0
	Н1


У штрихових кодах EAN довжиною 4, 5, 6, 7 знаків для кодування цифр використовується  набір  А ( табл.6.1 ),  а  обмежувальних знаків – Н1 ( СТАРТ ) та  Н2 ( СТОП ).   У  ШК  довжиною 8, 10, 12  і  14 зна-ків кодові слова діляться на дві частини з однаковим числом знаків у кожній, які розділяються розділовим знаком Н4. Для зображення знаків лівої частини кодового слова використовуються набори  А  і  В, а  правої – С  і  D ( див. табл.6.1 ). Такі кодові слова мають обмежу-вальні знаки СТАРТ  і  СТОП  типу  Н1.

У коді EAN-13  штрихове зображення складається з двох частин по шість знаків у кожній, які розділені знаком  Н4,  і  має зліва та справа обмежувальні знаки Н1 ( СТАРТ і СТОП ). Першу  зліва цифру ( 12-а цифра )  товарного номера не кодують у вигляді штрихів і пробілів, а тільки пишуть зліва внизу. Ця цифра визначає спосіб кодування цифр, які розташовані у лівій частині кодового слова між знаками Н1 та Н4 ( табл.6.3 ). Літерами А  і  В  у табл. 6.3  позначені набори з табл..6.1, якими кодують відповідні знаки лівої частини кодового слова. Цифри, які розташовані у правій частині кодового слова між знаками Н4  і  Н1,  кодують набором  С ( див. табл.6.1 ). Обмежувальні і розділовий знаки зображають  більш довшими по висоті штрихами.

Таблиця 6.3

	u12 
	u11        u10         u9          u8          u7          u6

	0
	  А          А          А           А           А          А

	1
	  А          А          В           А           В          В

	2
	  А          А          В           В           А          В

	3
	  А          А          В           В           В          А

	4
	  А          В          А           А           В          В

	5
	  А          В          В           А           А          В

	6
	  А          В          В           В           А          А

	7
	  А          В          А           В           А          А

	8
	  А          В          А           В           В          А

	9
	  А          В          В           А           В          А


Деякі товари можуть мати короткий номер, що має 7 цифр. Після доповнення його контрольною цифрою, що виконується за наведеним вище алгоритмом для коду EAN-13, одержують 8 цифр, які кодують кодом EAN-8. Кодове слово EAN-8 складається зі знака СТАРТ – Н1, чотирьох знаків набору А, розділового знака Н4, трьох знаків набору С, знака контрольної цифри у наборі С, а також знака СТОП – Н1. У коді EAN-8  перша цифра  u7  не визначає неявне кодування, а кодується як і наступні цифри  u6, u5, u4  набором А ( див. табл.6.1 ).

Штрихові  коди  UPC  використовуються у США та Канаді для ідентифікації товарів і також призначені для кодування 10 цифр та п’яти додаткових знаків. Коди  UPC  сумісні з кодами EAN  з огляду на те, що використовують одну  і  ту ж таблицю наборів знаків ( табл.6.1 ).

Існує декілька  різновидів ШК  UPC, з яких найбільше поширення  набули коди UPC-А  і  UPC-Е.  Кодове слово ШК  UPC-А має 12 цифр ( 12-а – контрольна ), тобто на одну цифру менше ніж у EAN-13. Це викликано тим, що код країни ( США і Канада ) має тільки дві цифри. Відмінними ознаками коду  UPC-А  від коду EAN-13  є:

– старша цифра ( u11 ) товарного номера у штриховому зображенні кодується явно;

– штрихове зображення кодового слова у коді UPC-А  містить знак СТАРТ ( Н1 ), 6 знаків набору А, розділовий знак ( Н4 ), 5 знаків набору С, знак контрольної суми набору С  і  знак СТОП ( Н1 ) ( див. табл.6.1 );

– у штриховому зображенні знаки цифр u11   і   uК  виконуються висотою, однаковою з висотою зображення знаків Н1 і Н4, причому значення цифр під цими знаками не позначають;

– зліва від штрихового зображення друкують цифру  0, що іденти-фікує код UPC-А.

Контрольна цифра визначається за тим же алгоритмом, що використовується  і  у  коді EAN-13.

Товарний номер у коді UPC-Е  містить 6 цифр і також поділяється на дві частини по 3 цифри у кожній. Перша частина ( ліва ) кодується набором А, а друга ( права ) – набором С ( у тому числі і контрольний знак ) ( див. табл.6.1 ).

При декодуванні ШК EAN  та  UPC  перш за все визначається контрольний знак, який повинен співпадати  з  переданим. Крім того, сума всіх цифр кодового слова, що подається на приймальний пристрій, повинна бути кратною 10. У цьому разі помилки нема. Якщо ж  сума буде не кратною 10,  це вказує на наявність помилки. Помилка виявля-ється і при неправильному прийомі знаків, що не відповідають наборам, встановленим неявним кодуванням по старшому знаку  в ШК EAN-13  цифр лівої половини кодового слова, тому що набори А  і  В ( див. табл.6.1 ) не збігаються. 

6.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача 6.2.1

 Побудувати кодове слово у коді EAN-13, якщо країна товаровиробник – Україна,  код товаровиробника –1229, код товару – 03458.

Розв’язання.  12 цифр кодового слова, яке треба закодувати кодом  EAN-13, мають вигляд: 482122903458 ( код країни –  482 ). Необхідно доповнити це кодове слово контрольною цифрою uK, яку визначаємо згідно з алгоритмом для коду  EAN:

а) визначаємо суму цифр, які розміщені на непарних місцях кодового слова  ( справа наліво ):  8 + 4 + 0 + 2 + 1 + 8 = 23;

б) помножимо одержану суму на 3:  23 ( 3 = 69;

в) визначаємо суму цифр, які розташовані на непарних місцях кодового слова:  5 + 3 + 9 + 2 + 2 + 4 = 25; 

г) визначаємо суму двох результатів за  п. п. б  та  в:

 69 + 25 = 84;

д) визначаємо контрольну цифру як різницю між числом кратним 10, що є найближчим більшим за одержаний результат у п. г, і числом  одержаним у п. г: 90 – 84 = 6,  тобто  uK = 6.

У коді EAN-13 штрихове зображення має дві частини, по 6 знаків у кожній, які розділені знаком Н4, і має зліва і справа обмежувальні знаки Н1 ( СТАРТ і СТОП ). За першою зліва цифрою визначаємо набори кодових комбінацій, якими кодуються цифри першої частини кодового слова ( табл.6.3 ).  У зв’язку з тим, що  u12 = 4, згідно  табл. 6.3  маємо: u11, u9  та  u8 – кодуються набором А, а  u10, u7  та  u6 – набором В. Цифри u5, . . . , u1, а також контрольна цифра uК, кодуються відповідними знаками набору С ( табл.6.1 ). Таким чином, кодове слово EAN-13  у двійковому еквіваленті має такий вигляд:

101  0110111  0011011  0011001  0010011  0011011  0010111  01010

Н1         8              2              1              2              2               9          Н4  

      1110010  1000010  1011100  1001110  1001000  1010000  101

             0              3              4              5              8               6         Н1.

Задача 6.2.2

Зчитувальним пристроєм фіксується кодове слово у коді EAN-13: 4821223034586, у якому міститься помилка. Показати процес виявлення помилки.

Розв’язання.  Для виявлення помилки у кодовому слові коду EAN-13 виконуємо перевірку на відповідність контрольної цифри ( uК = 6 ) цифрам кодового слова, що надійшло до декодера  зчитувального пристрою. Для цього знаходимо контрольну цифру uK* для прийнятого кодового слова   482122303458  ( без uK  ) згідно з алгоритмом для коду  EAN-13  та порівнюємо  її  з   uK :

8 + 4 + 0 + 2 + 1 + 8 = 23;

23 ( 3 = 69;

5 + 3 + 3 + 2 + 2 + 4 = 19;

69 + 19 = 88;

90 – 88 = 2   

  uK*  =  2,   uK* 

 uK.
Таким чином, контрольні цифри у прийнятому кодовому слові і обчислені декодером не збігаються. Це вказує на наявність помилки у прийнятому кодовому слові.

6.3.  Задачі

6.3.1.  Побудувати, згідно заданого варіанту (таблиця 6.3.1), кодове слово у коді EAN-13 або UPC-A, якщо задані: країна товаровиробник, код товаровиробника та  код товару. Запис виконати у двій-ковому еквіваленті. Відзначити особливості штрихового зображення одержаного коду.

Таблиця 6.3.1

	№ варі-анта
	Країна
	Код товаро-виробника
	Код 

товару
	Штриховий код

	1
	Японія
	04734
	22029
	EAN-13

	2
	Китай
	1144
	03220
	EAN-13

	3
	Україна
	3539
	11027
	EAN-13

	4
	Білорусія
	2535
	45391
	EAN-13

	5
	Польща
	4335
	67820
	EAN-13

	6
	Туреччина
	7390
	22029
	EAN-13

	7
	Угорщина
	0897
	77194
	EAN-13

	8
	Італія
	44900
	10272
	EAN-13

	9
	Португалія
	12491
	23479
	EAN-13

	10
	Великобританія
	78013
	05537
	EAN-13

	11
	Німеччина
	34650
	77112
	EAN-13

	12
	Бразилія
	9945
	00202
	EAN-13

	13
	Румунія
	8750
	55339
	EAN-13

	14
	Чехія
	1521
	70027
	EAN-13

	15
	Словаччина
	0033
	12020
	EAN-13

	16
	США
	1007
	20122
	UPC-A

	17
	США
	2190
	81076
	UPC-A

	18
	США
	0733
	56520
	UPC-A

	19
	Канада
	7688
	31327
	UPC-A

	20
	Канада
	0457
	90142
	UPC-A

	21
	США
	2880
	00110
	UPC-A

	22
	США
	1100
	34541
	UPC-A

	23
	США
	3155
	55120
	UPC-A

	24
	Канада
	4410
	87807
	UPC-A

	25
	Канада
	9191
	03225
	UPC-A


6.3.2. Зчитувальним пристроєм фіксується кодове слово у  штриховому коді, у якому міститься помилка. Штриховий код заданий таблицею варіантів  6.3.2.  Показати процес виявлення помилки.

Таблиця 6.3.2

	№   варіанта
	Штриховий код
	Кодове слово ШК

	1
	EAN-13
	5600412100724

	2
	EAN-13
	4821300223640

	3
	EAN-13
	8313747410049

	4
	EAN-13
	4401110022212

	5
	EAN-13
	4501110021110

	6
	EAN-13
	4901110022223

	7
	EAN-13
	4810002344207

	8
	EAN-13
	6010011003335

	9
	EAN-13
	4601110022216

	10
	EAN-13
	7790401110650

	11
	UPC-A
	001043316088

	12
	UPC-A
	016630112028

	13
	UPC-A
	030395509184

	14
	UPC-A
	042236081024

	15
	UPC-A
	068801702446


7. ДВІЙКОВІ  КОДИ, ЩО ВИЯВЛЯЮТЬ ПОМИЛКИ

7.1. Теоретичні  положення
Особливість кодів, що виявляють помилки, полягає у тому, що кодові комбінації, які входять до складу таких кодів,  відрізняються одна від одної кодовою відстанню не меншою  за  d min  = 2.

Такі коди умовно можна розділити на дві групи: коди, в яких використовуються всі комбінації, але до кожної з них за обумовленим правилом додаються  r  перевірочних елементів, та коди, які одержують шляхом зменшення кількості дозволених комбінацій.

До першої групи кодів, що виявляють помилки,  відносяться  такі лінійні коди:  з перевіркою на парність, з простим повторенням, інверсний ( Бауера ), кореляційний; нелінійні коди: з перевіркою на непарність, код Бергера.  Прикладом  коду  другої групи є  код  з  постійною вагою. Код  з  числом одиниць в комбінації, кратним трьом, може належати до першої або до другої групи кодів у залежності від методики його побудови.
[image: image573.wmf]
Код  з  перевіркою  на  парність  є найбільш поширеним кодом, який використовується для виявлення поодиноких помилок  і  всіх помилок непарної кратності.  Код містить  ( n – 1 )  інформаційних  та  один перевірочний елемент  і  позначається  як  ( n , n – 1 ) - код.

Перевірочний елемент визначається як сума за модулем 2 всіх інформаційних елементів:   
[image: image574.wmf];

1

1

å

=

=

k

i

i

a

b

o

  тобто кодова комбінація коду утворюється  доповненням комбінації  k - елементного первинного коду одним елементом таким чином,  щоб кількість одиниць у новому  n - розрядному  ( n = k + 1 )  коді була парною. Код має  кодову відстань   dmin = 2.

Для виявлення помилки на приймальному боці виконують перевірку на парність всієї прийнятої кодової комбінації за допомогою визначення кодового синдрому   
[image: image575.wmf];
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 – прийняті на приймальному боці відповідно інформаційні та перевірочний елементи.

Вважається, що при  s1 = 0  помилки в комбінації нема, при  s1 = 1  –  помилка є.  Код виявляє всі помилки непарної кратності.

Надмірність коду  R  = 1 – k / ( k + 1 )  = 1 / ( k + 1 ).

Код  з  перевіркою  на  непарність  відрізняється від  коду з перевіркою на парність тим, що кожна його кодова комбінація має непарне число одиниць,  тобто додатковий перевірочний елемент  формують виходячи  з  числа одиниць у первинній кодовій комбінації:  при парному числі одиниць перевірочний елемент дорівнює одиниці,  при  непарному – нулю.  Для виявлення помилки в кодовій комбінації на приймальному боці виконується перевірка на непарність. Код є роздільним нелінійним кодом довжини  n  з  n – 1  інформаційними та одним перевірочним елементами  і  має таку ж спроможність вияв-лення помилки та надмірність,  як  і  код  з  перевіркою на парність.

Код  з  простим  повторенням   ( з  повторенням без інверсії )  є  роздільним лінійним кодом.  Код містить  k  інформаційних та  r = k перевірочних елементів. У цьому коді  r  перевірочних елементів  є  простим повторенням  k  інформаційних  елементів  первинної  кодової  комбінації:  b i  =  a i ,  де    i  =  1 . . . k . Через те, що код має  d min = 2,  він може бути використаний для виявлення поодиноких помилок.  Процедура виявлення помилок у прийнятій кодовій комбінації полягає у порівнянні однойменних інформаційних  і  перевірочних елементів.  Їх  незбіг говорить про наявність помилок у прийнятій комбінації.  Код дозволяє виявити не тільки однократні помилки, а  й  деякі помилки більшої кратності,  за винятком   так званих “дзеркальних” помилок,  коли в інформаційній і перевірочній послідовностях кодової комбінації в результаті дії завад спотворюються елементи,  які знаходяться на однакових за номером розрядах.

Надмірність  коду   R  =  1 –  k / ( 2 k )  = 1 / 2.

Інверсний  код  ( код  Бауера ) є  роздільним лінійним кодом  з повторенням  з  інверсією,  який має  k  інформаційних  та  k  перевірочних елементів.  Його відмінність від коду з  простим повторенням полягає у тому, що значення перевірочних елементів у ньому залежать від значення суми за модулем  2  всіх  інформаційних елементів. При



 EMBED Equation.2  [image: image577.wmf],
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 тобто при парному числі одиниць у первинній кодовій комбінації перевірочні елементи просто повторюють інформаційні  ( b i  =  a i ,  де  i  = 1 . . . k ). При



 EMBED Equation.2  
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   тобто при непарному числі одиниць у первинній кодовій комбінації, перевірочні елементи повторюють інформаційні в інвертованому вигляді  ( у  зворотному  коді ):  b i  =  a i ( 1,   де  i = 1 . . . k.

Для виявлення помилок декодером  у послідовності, що складається  з  2 k  елементів,  спочатку підсумовують одиниці,  які знаходяться у перших  k  елементах.  Якщо їх кількість парна,  решта  k  елементів приймається у позитиві. Обидві зареєстровані частини  кодової комбінації поелементно порівнюються ( перший елемент з першим, другий – з другим  і т.д.).  При наявності хоча б одного незбігу  вся послідовність  елементів бракується.  Якщо кількість одиниць серед перших  k  елементів прийнятої комбінації непарна,  решта  k  елементів  приймається у негативі ( інвертуються ).  Після чого виконується поелементне порівняння.  Наявність незбігу призводить до відбракування кодової комбінації.  Така побудова коду дозволяє виявити  дуже багато варіантів спотворення елементів.  

Надмірність  коду  R  =  1 –  k / ( 2 k )  = 1 / 2.
Кореляційний  код  передбачає кодування кожного елемента первинної кодової комбінації. При цьому "0"  записується як  "01",  а  "1" – як  "10".  Так, наприклад, первинній кодовій комбінації  100101  буде відповідати комбінація  100101100110  кореляційного коду.  В технічній літературі такий двійковий запис дуже часто називають  Манчестер - код.  Приймальний пристрій на кожному такті,  який складається  з  двох сусідніх елементів кореляційного коду,  повинен зафіксувати перехід  0 ( 1  або  1 ( 0. У разі  прийняття двох нулів або двох одиниць приймальний пристрій фіксує наявність помилки.

Такий код дозволяє виявляти  помилки будь-якої кратності у кожній парі елементів одного такту, але не здатний виявити так звані "дзеркальні" двократні помилки, коли сусідні елементи одного такту під впливом завад змінюються на протилежні.

Надмірність  коду   R  = 1 –  k / ( 2 k )  = 1 / 2.

До переваг коду можна віднести, крім відсутності постійної складової у напрузі кодованого сигналу при передачі одиниць та нулів по каналу зв'язку імпульсами постійного струму різної полярності, також можливість самосинхронізації генератора приймача, тому що приймання кожного біта супроводжується фронтом сигналу, який приймається, у центрі біта.
Код  Бергера  є найбільш поширеним  з  несистематичних кодів. У такому коді перевірочні елементи, які дописуються у кінці первинної кодової комбінації, – це  інвертований запис двійкового чис-ла, яким записується сума одиниць у кодовій комбінації k – елемент-ного первинного коду, що кодується кодом  Бергера. При цьому число r  перевірочних елементів визначається як найменше ціле, для якого виконуються умови  r (  log 2 ( k + 1 ).  Так, наприклад,  при  k = 8, отри-маємо  log 2 ( 8 + 1 )  =  log 2 9  =  3,16993,   тобто   r  =  4.

Для виявлення помилки у декодері виконується операція підрахунку числа одиниць в інформаційній частині прийнятої кодової комбінації.  Це число записується у двійковій формі,  інвертується  і  порівнюється  з  перевірочною частиною прийнятої кодової комбінації.  Їх незбіг вказує на наявність  помилки. 

Надмірність  коду   R  = 1 –  r / n.

Код  з  постійною  вагою,  тобто з постійним числом одиниць та нулів у комбінаціях,  часто називають кодом на одне сполучення.  Загальна кількість кодових комбінацій коду з  постійною вагою
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де  m  –  число одиниць у комбінації  довжини  n.

Такий код утворюється з простого двійкового коду відбором комбінацій, які мають однакову кількість одиниць  m. У декодері підраховується кількість одиниць у прийнятій кодовій комбінації. Невідповідність  кількості одиниць числу  m  говорить про наявність помилки у кодовій комбінації.

Код з постійною вагою має мінімальну кодову відстань  d min = 2  і  виявляє всі помилки непарної кратності,  а  також всі помилки  пар-ної кратності, які призводять до порушення умови   m = const.

Надмірність  коду   R  = 1 – ( log 2 C
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Код  з  числом  одиниць  у  комбінації,  кратним  трьом, можна утворити або шляхом додавання до кожної комбінації первинного коду  двох перевірочних елементів, або зменшенням кількості дозволених кодових комбінацій первинного коду за допомогою накладання додаткової  умови – кількість одиниць у кожній комбінації повинна бути кратною трьом  ( 0, 3, 6, . . . )

У першому випадку до первинної кодової комбінації додаються два перевірочні розряди,  які мають такі значення, що сума одиниць у кодовій комбінації стає кратною трьом. Так, наприклад, комбінація первинного коду  01100  закодована кодом з числом одиниць, кратним трьом,   буде  мати   вигляд  0110010,   комбінація   01000 

 0100011,  1010 

 101010,   101100 

 10110000,   101110 

 10111011, 0111110 

 011111010   тощо.

У другому випадку з усіх кодових комбінацій первинного коду вибирають тільки ті комбінації, які мають вагу w = 0, 3, 6, 9, . . . Всі інші комбінації заборонені для вживання.

Код дозволяє виявити всі поодинокі помилки та деякі помилки більшої кратності.

Здатність коду виявляти помилкові комбінації майже така ж, як  і  коду з постійною вагою.

Надмірність коду з доповненням до необхідної кількості одиниць ( кратності ):  R  =  1 –  k / ( k + 2 ),  а  для коду, який утворюється шляхом відбору комбінацій з відповідною кількістю одиниць  з   повного числа комбінацій простого коду:

    R = 1 – [ log 2 ( C
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де  b  –  ціла частина  n / 3.

7.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача  7.2.1

Закодувати комбінацію 1110101 двійкового простого коду   ( k = 7 )  двійковими кодами, що виявляють помилки:  з перевіркою на парність і простим повторенням. Виявити однократну помилку та порівняти надмірності цих кодів.

Розв’язання.  Кодова комбінація коду з перевіркою на парність буде мати вигляд:   A 1 = 11101011,  а  коду з простим повторенням –  А 2 = 11101011110101.

Нехай  у  комбінації коду з перевіркою на парність  виникла однократна помилка,  вектор якої  Е 1 = 00000100.  Тоді сума  А 1 ( Е 1 = 11101111.

 У цьому разі сума за модулем 2 елементів одержаної на прий-мальному боці кодової комбінації дорівнює 1, тобто непарна, що вка-зує на наявність у ній помилки. Надмірність коду  R 1 = 1 – 7 / 8 = 0,125.

Нехай в комбінації коду з простим повторенням вектор однократної помилки буде   Е 2 = 00000100000000. Тоді сума  А 2 ( Е 2 = 11101111110101.  Порівнюючи першу  і  другу частини кодової комбінації ( одержуючи їх суму за модулем 2 ), отримаємо остачу, яка не буде дорівнювати нулю ( 1110111 ( 1110101 = 0000010 ), що  вказує на наявність помилки у прийнятій кодовій комбінації. Надмірність коду   R 2 = 0,5. Таким чином   R 2 > R 1.

Задача  7.2.2

Закодувати комбінацію 01000 двійкового простого коду   ( k = 5 )  двійковими кодами, що виявляють помилки: з числом оди-ниць у комбінації, кратним трьом,  та інверсним ( Бауера ).  Виявити однократну помилку  і  порівняти надмірності цих кодів.

Розв’язання.  Кодова комбінація коду  з  числом одиниць, крат-ним трьом, буде мати вигляд:  А 1 = 0100011, а  інверсного коду – А 2 = 0100010111.

Нехай у комбінації коду з числом одиниць, кратним трьом, виникла однократна  помилка, вектор  якої      Е 1 = 0000100. Тоді сума

А 1 ( Е 1 = 0100111. У цьому разі вага одержаної кодової комбінації  w* = 4, тобто відрізняється від  w = 3, що вказує на наявність у ній помилки.  Надмірність коду  R 1 = 1 –  5 / 7 = 2 / 7.

Нехай  у  комбінації інверсного коду виникла однократна помилка, вектор якої E 2 = 0000100000. Тоді сума А 2 ( Е 2 = 0100110111. У декодері виконується перевірка кількості одиниць у першій половині кодової комбінації,  яка дорівнює 2. Це означає, що друга половина комбінації повинна прийматися у позитиві ( без інверсії ). Порівнюючи першу і другу ( неінвертовану ) частини прийнятої кодової комбінації одержимо незбіг у чотирьох розрядах, що вказує на наявність у ній помилки.  Надмірність коду R 2   = 0,5. Таким чином   R 2 >R 1.
Задача  7.2.3

Закодувати комбінацію 010101 двійкового простого коду   ( k = 6 ) двійковими кодами, що виявляють помилки:  з перевіркою на непарність  і  кореляційним. Виявити однократну помилку та порівняти надмірності цих кодів.

Розв’язання. Кодова комбінація коду з перевіркою на непарність буде мати вигляд: А 1 = 0101010, а  кореляційного –  A 2 = 011001100110.

Нехай у комбінації коду з перевіркою на непарність виникла однократна помилка, вектор якої Е 1 = 0000100. Тоді сума А 1 ( Е 1 = 0101110. У декодері перевіряється за модулем 2 сума елементів одержаної кодової комбінації. У цьому разі вона буде дорівнювати 0, тобто парна, що вказує на наявність в комбінації помилки. Надмірність коду  R 1 = 1 – 6 / 7  = 1 / 7.

Нехай у комбінації кореляційного коду виникла однократна помилка, вектор якої Е 2 = 000010000000.  Тоді сума  А 2 ( Е 2 = 011011100110. Як відомо,  декодування кодової комбінації у декодері ведуть тактами по два елементи у кожному такті. При цьому два елементи одного такту не повинні мати однакове значення, тобто не повинно бути сполучень 00 та 11. У даному разі у третьому такті ( парі елементів ) буде отримано сполучення 11, що вказує на наявність помилки у прийнятій комбінації. Надмірність коду  R 2 =  0,5. Таким  чином   R 2 > R 1.

Задача  7.2.4

Закодувати комбінацію 1001111 двійкового простого коду   ( k = 7 ) двійковими кодами, що виявляють помилки: інверсним ( Ба-уера ) та  Бергера. Виявити однократну помилку  і  порівняти надмірності  цих  кодів.

Розв’язання.  Кодова комбінація інверсного коду, з огляду на непарну кількість одиниць у первинній комбінації, буде мати вигляд: А 1 = 10011110110000, а коду Бергера – А 2 = 1001111010 (тому що, r = log 2 ( 7 + 1 ) = log 2 8 = 3,  510 = 1012,  інверсія  101 ( 010 ).

Нехай у комбінації інверсного коду виникла однократна помилка, вектор якої Е 1 = 00000100000000.Тоді сума  А 1 ( Е 1 = 10011010110000. У декодері підраховується кількість одиниць у першій половині кодової комбінації, яка у даному разі дорівнює 4. Це означає, що друга половина комбінації повинна прийматися у позитиві.  Порівнюючи  першу та другу  ( неінвертовану ) частини при-

йнятої кодової комбінації, одержимо незбіг у шести розрядах, що вказує на наявність у ній помилки. Надмірність  коду   R 1 =  0,5.

Нехай у комбінації коду Бергера виникла однократна помилка, вектор якої  Е 2 = 0010000000. Тоді  сума   А 2 ( Е2 = 1011111010.

При прийманні у декодері підраховується кількість одиниць в інформаційній частині кодової комбінації, яка дорівнює шести. У двійковій формі запису це буде 110, інвертуючи яку одержуємо – 001. Порівнюємо перевірочні елементи прийнятої кодової комбінації та одержані у декодері шляхом обчислення кількості одиниць в інформаційній частині  прийнятої комбінації. Їх незбіг ( 010 – 001 ) вказує на наявність помилки у прийнятій кодовій комбінації. Надмірність  коду  R 2 = 0,3.  Таким чином  R 1 > R 2.

7.3.  Задачі

7.3.1. Закодувати комбінацію А двійкового простого коду двійковими  кодами, що виявляють помилки, згідно варіанта, поданого в таблиці 7.3.1. Показати на прикладі виявлення  помилок, кількість яких визначається заданим варіантом,  та порівняти надмірності цих кодів. 

Таблиця  7.3.1.

	№

варі-анта
	Первинна  кодова           комбінація  А       двійкового 

простого  коду
	Двійковий код, що виявляє

  помилки
	Кількість помилок,

яка виявляється  першим / другим кодом

	1
	100101010100
	ПРП, КБ
	1/1

	2
	11101101101
	ПРН, ПП
	1/1

	3
	11011010
	КК, КБ
	1/1

	4
	0000011100
	ПВ(4), ПП
	1/1

	5
	0000011000
	ПВ(3), ОК3
	1/1

	6
	10111101011
	ІК, КБ
	3/1

	7
	11101010101
	ІК, ПП
	3/1

	8
	0011101100
	ІК,  КК
	3/1

	9
	11000010100
	ІК, ПВ(5)
	3/1

	10
	00101010100
	ПВ(6), ПРП
	1/1

	11
	100101010100
	ПВ(5), ПРН
	1/1

	12
	101111010
	КК, ПП
	1/1

	13
	1110010111
	КК, КБ
	1/1

	14
	100101011110
	ПРП, ПП
	1/1

	15
	100101010100
	ПРН, ОК3
	1/1

	16
	110000101011
	ІК, КБ
	3/1

	17
	010101010101
	ІК, ПП
	3/1

	18
	1011101101
	ІК, КБ
	3/1

	19
	1100001011
	ІК, ПВ(5)
	3/1

	20
	1000000101
	ПВ(4), ПРП
	1/1

	21
	1001010101
	ПВ(7), ПРН
	1/1

	22
	10111
	КК, ПП
	1/1

	23
	11100101
	КК, ОК3
	1/1

	24
	100101011110
	ПРП, ПП
	1/1

	25
	100101010100
	ПРН, ОК3
	1/1


Умовні  позначення  двійкових кодів,  що виявляють помилки: ПРП – з  перевіркою на парність;  ПРН – з  перевіркою на непарність; ПП – з  простим  повторенням;  ІК – інверсний;  КК – кореляційний; КБ – Бергера; ОК3 – з числом одиниць, кратним трьом; ПВ(w) – з постійною вагою   w.

8.   ДВІЙКОВІ  КОДИ,  ЩО  ВИПРАВЛЯЮТЬ 

      ОДНОКРАТНІ  ПОМИЛКИ

8.1.  Теоретичні  положення
Коди, що виправляють одну помилку, повинні мати мінімальну кодову відстань  d min 

 3. Збільшення кодової відстані досягається збільшенням числа розрядів коду  n  при незмінній кількості дозволених кодових комбінацій або зменшенням числа дозволених кодових комбінацій, що використовуються для передачі повідомлень, тобто збільшенням надмірності коду.

Найбільшого  поширення серед двійкових  кодів, що виправляють однократні помилки, одержали систематичні  ( лінійні,  групові ) блокові коди:  Хеммінга, ітеративний ( Елайеса ), з багатократним повторенням, інверсний, та несистематичний код Бергера . 

Систематичний  код   з  d min = 3,  який  називають кодом   Хем-мінга,  використовується для виправлення однієї або виявлення двох помилок.

Систематичний  ( груповий, лінійний )  код довжиною  n  з кількістю інформаційних символів  k  позначають як  ( n, k ) - код. Для систематичного  ( n, k ) - коду з  d min = 3  кількість перевірочних символів вибирають  як  найменше ціле  r,  що відповідає умовам

                                  2
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 EMBED Equation.3  [image: image587.wmf]³

 n + 1 =  k + r + 1.                                   ( 8.1 )

Як відомо, у систематичних кодах перевірочні елементи можна одержати шляхом  додавання за модулем 2 визначених інформаційних елементів.

Систематичний код можна задавати твірною ( породжуваль-ною ) матрицею, якій притаманні такі особливості:

–  матриця  має  k  рядків  та  n  стовпців ;

–  кожний  елемент  матриці  є  або “0”,  або “1”;

–  кожний  рядок  матриці являє собою кодову комбінацію коду, що цією матрицею задається, і повинен мати не менше трьох одиниць ;

–  всі рядки матриці повинні бути лінійно незалежними ;

–  поелементна сума за модулем  2  будь - якої кількості рядків матриці  ( яка,  до речі,  завжди буде комбінацією коду )  повинна мати не менше трьох одиниць.

Підібрані за даних умов вихідні комбінації, які називають базисними, записуються у вигляді матриці:

          G n,k = 
[image: image588.wmf] 
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 ,       ( 8.2) де  a j i  та  b j m  –  відповідно i - ий інформаційний та m - ий перевіроч-ний елементи  j - ої  базисної кодової комбінацій.

Твірну матрицю ( 8.2 ) можна подати у вигляді двох підматриць: інформаційної  ( Е k )  та  перевірочної  ( С r, k  ).

Інформаційну підматрицю зручно подати у канонічній формі як одиничну підматрицю розміром  k 

 k:

                                Е k  =   
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Перевірочна підматриця  С r,k  будується підбором  r - розрядних двійкових послідовностей  з  числом одиниць у кожному рядку не менше за  d min – 1 = 2.  При цьому необхідно враховувати, що сума за модулем  2  будь-яких рядків цієї підматриці не повинна мати менше за  dmin – 2 = 1  одиниць, тобо однакові набори є неприпустимими.

Рядки у перевірочній підматриці можна міняти місцями. При цьому можна одержати декілька варіантів твірних матриць.

Твірна матриця дозволяє одержати всі кодові комбінації систематичного групового коду. Це досягається послідовним додаванням за модулем  2  рядків матриці у всіх можливих сполученнях ( тобто першого і другого рядків матриці;  першого і третього;  першого і четвертого; . . . ;  другого і третього;  другого і четвертого; . . .;  першого, другого і третього; першого, другого і четвертого; . . . , нарешті  усіх  k рядків ). Нульова комбінація дописується окремо. 

Опираючись на твірну, матрицю можна побудувати перевірочну матрицю  Н n,r ,  яка  налічує  r  рядків та  n  стовпців. Перевірочна матриця складається з двох підматриць: підматриці  D k,r , яка має k  стовпців  та  r  рядків, кожний рядок якої відповідає транспонованому стовпцю перевірочної підматриці  С r,k  твірної матриці  G n,k ,  та одиничної підматриці   E r   розміром  r ( r :

    H n,r  =  [ D k,r ; E r  ]  =  
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 .   ( 8.3 ) 

Перевірочна  матриця  ( 8.3 ) дозволяє спростити операції кодування і декодування. 

Запишемо  довільну  кодову  комбінацію  коду  у  вигляді

                      V  =  [ a1a2a3 . . . ak b1b2b3 . . . br ] ,

де  a i   та  b m –  відповідно інформаційні та перевірочні елементи.

Позиції, які зайняті одиницями у  і - ому  рядку підматриці  D k,r ,  визначають ті інформаційні елементи, які повинні брати участь у формуванні  і - ого перевірочного елемента   b i :

 b1  =  b11 a1 ( b21 a2 ( . . .
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 bk 1 ak , 

 b2  =  b12 a1 ( b22 a2 ( . . . ( bk 2 ak ,                                            ( 8.4 )
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  b r  =  b1r a1 ( b2 r a2 ( . . . ( bk r ak .


Існування співвідношень  ( 8.4 ), що пов’язують інформаційні та перевірочні елементи кодової комбінації, дає можливість при деко-дуванні виявляти та виправляти помилки в кодових комбінаціях, які можуть з’являтися через спотворення елементів у двійковому каналі під час їх передачі. Аналізуючи результати перевірки цих співвідношень у прийнятій кодовій комбінації, можна отримати певну ін-формацію  про  помилки.

Позначимо кодову комбінацію, яка пройшла через двійковий канал та підлягає декодуванню,

                   V * =  [ a
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m

 –  відповідно інформаційні та перевірочні елементи кодової комбінації на виході каналу.

Для з’ясування питання, чи відповідає кодова комбінація V *  правилам побудови  коду, отримаємо набір  s j ,   j = 1,2,3, . . . , r :

             s j  =   b 1 j  a
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Кожний елемент  s j  дає інформацію про те, задовольняють чи ні символи кодової кобінації  V * відповідному рівнянню системи  ( 8.4 ). 

Набір елементів ( s 1, . . . , s r  ) називається кодовим синдромом або пізнавачем  помилок .

Якщо синдром складається з одних нулів, кодова комбінація   V * є дозволеною, тобто задовольняє правилам побудови коду.Такий результат буде мати місце, якщо в кодовій комбінації немає помилок або конфігурація помилок є такою, що вона не може бути виявлена цим кодом. Присутність хоча б одного ненульового елемента в комбінації синдрому вказує на спотворення хоча б одного елемента у прийнятій кодовій комбінації.

Значення синдрому при однократній помилці у прийнятій кодовій комбінації збігаються із стовпцями перевірочної матриці. Порівнюючи кодовий синдром з стовпцями матриці  Н n,r ,  можна знайти місце помилки у комбінації по їх збігу. У разі помилки виправляється той розряд кодової комбінації, який відповідає порядковому номеру стовпця матриці, що збігається  з синдромом. 

Вкорочені систематичні ( групові ) коди  утворюються з  повних кодів, при цьому одержують  d min  не меншу, ніж у повного систематичного коду зі збереженням такої ж кількості перевірочних елементів, тобто  r  =  ( n – i ) – ( k – i ) =  n – k .

Одержання вкороченого коду грунтується на тому, що через те що  з загального числа  2 k  комбінацій первинного коду, які потрібно закодувати, наприклад, систематичним ( n – 1,  k – 1 ) - кодом,  2 k – 1  ком-бінацій починаються з ” 0 ”,  а  2 k – 1  –  з  “ 1”, то  і  після кодування  2 k – 1  комбінацій систематичного групового ( n , k ) - коду   також будуть починатися  з  ” 0 ”.

Будемо ці 2 k – 1 комбінацій розглядати як новий груповий код. Тоді, якщо вони належать вихідному  ( n , k ) - коду, d min нового коду буде не меншою, ніж d min вихідного. Нульовий символ на початку вихідної кодової комбінації зберігається і після кодування її груповим ( n , k ) - кодом. Зрозуміло, що він не впливає на  утворення переві-рочних елементів групового коду і його можна відкинути. При цьому одержимо груповий ( n – 1, k – 1 ) - код, тобто код, що містить  n – 1  елементів,  з яких  k – 1  інформаційних  та  r – перевірочних.

Вкорочений груповий код легко одержати з повного ( n, k ) - коду, який поданий у вигляді твірної матриці  G n,k  розміру ( k ( n ) вигляду ( 8.2 ), шляхом виключення з матриці першого рядка і першого стовпця. У результаті цього одержимо твірну матрицю  G n – 1, k – 1  нового вкороченого коду розмірності ( k – 1 ) ( ( n – 1 ), що утворює  2 k – 1  комбінацій вкороченого коду. Для одержання перевірочної матриці  H n – 1, r   вкороченого коду досить виключити перший стовпець з матриці H n, r  відповідного повного коду.

Після вкорочення на один символ групового ( n – 1, k – 1 ) - коду можна одержати вкорочений  ( n – 2, k – 2 ) ‑ код  тощо.

Наведена вище інтерпретація коду Хеммінга грунтується на сучасних уявленнях про цей код як різновид лінійних кодів. Згідно з цією теорією можна побудувати не менше, ніж  n(/r!  різноманітних лінійних кодів, що мають  d min = 3 ,  тобто кодів  Хеммінга. Кожен із цих кодів задається  однією із перестановок стовпців перевірочної матриці. Всі ці коди еквівалентні за корегувальною здатністю;  відрізняються вони розташуванням перевірочних символів, співвідношеннями, яким відповідають символи, та, звичайно, наборами кодових комбінацій.

Код, запропонований  Р.В.Хеммінгом ще до формування теорії лінійних кодів, – це один із варіантів вищеозначених кодів, для якого перевірочна матриця будується так, що  i - ий  стовпець її є двійковим поданням числа  і. За такою умовою кодовий синдром, у разі виникнення однократної помилки, буде двійковим поданням номера спотвореного розряду кодової комбінації. Перевірочні розряди в такому коді розташовані на позиціях з номерами   20,21,22, . . . ,2 r – 1; перевірочні розряди розміщуються між інформаційними.. Будемо називати такий код  традиційним кодом Хеммінга. 
Розширений код Хеммінга використовується, головним чином, для виявлення помилок. Цей код має кодову відстань  d min = 4  і забезпечує виявлення одно-, дво- і трикратних помилок завдяки введенню додаткового перевірочного елемента  b0, який одержують за допомогою перевірки кодової комбінації коду Хеммінга на парність. При цьому перевірочний елемент, який розміщується, як правило, на початку кодової комбінації, дорівнює “ 0 ” при парній  кількості одиниць у кодовій комбінації  і  “ 1 ” – при непарній.

Декодування розширеного коду Хеммінга виконують у зворотній послідовності: спершу виконують загальну перевірку прийнятої кодової комбінації на парність, а потім – перевірку кодової комбінації без b0. При цьому можуть виникнути ситуації, які показані у таблиці 8.1.

Для  одержання вкорочених кодів Хеммінга  з  d min = 3  або  4  керуються правилами, що були викладені при побудові вкорочених систематичних кодів.

Таблиця  8.1

	Кратність  помилки
	Перевірка на парність ( b 0 )
	Кодовий синдром

	Помилка відсутня
	=  0
	               = 
[image: image609.wmf]®
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[image: image610.wmf]

	Однократна помилка
	=  1
	              



 EMBED Equation.2  [image: image611.wmf]®
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	Двократна помилка
	=  0
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	Трикратна помилка
	=  1
	            

= 
[image: image613.wmf]®
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Код з багатократним повторенням ( з повторенням без інверсії )  є роздільним лінійним кодом. Код містить  k  інформаційних  та  mk  перевірочних елементів, де   m – число повторень первинної кодової комбінації. У цьому коді кожні  k  перевірочних елементів є просто повтореннями інформаційних елементів

b j  =  b j + k  =  b j + 2k  = … =  b j + ( m – 1 )k  =  a j ,   j = 1 ... k .

 Кодова відстань коду з багатократним  повторенням    d min =  m + 1, тому при  m ( 2 код здатен не тільки виявляти, але і виправляти помилки. Процедура виявлення помилок у прийнятій кодовій комбінації полягає у порівнянні однойменних інформаційних і перевірочних розрядів. Їх незбіг говорить про наявність помилок у прийнятій комбінації. При виправленні помилок у комбінації застосовується мажоритарний принцип виправлення для кожного інформаційного елемента, тобто “ голосування за більшістю ”, коли за істинне значення приймається те, яке частіше зустрічається у цьому інформаційному і відповідних йому перевірочних елементах. Код дозволяє виправляти всі помилки кратності від 1 до цілої частини числа  m / 2  та деякі помилки більш високої кратності у залежності від розміщення помилок у комбінації.

Надмірність коду   R  =  m / ( m + 1 ).

Ітеративні коди (коди Елайеса), якщо вони орієнтовані на виправлення однократних помилок, являють собою, як правило, двомірні лінійні коди з кодуванням  рядків і стовпців завадостійкими кодами з перевіркою на парність ( див. розділ 7 ). Такі ітеративні коди мають мінімальну кодову відстань  d min  = 4  і у режимі виправлення  помилок дозволяють виправити будь-які однократні помилки і деякі помилки більшої кратності.

Рекомендується на практиці використовувати коди з числом перевірочних елементів  8, 9 та 16. Для коду з  r = 8 використовують блок  інформаційних  елементів  розмірами  3 ( 4 ( з  k 1  = 3  рядками  та   k 2   =  4 стовпцями  ). При  цьому число інформаційних елементів  k  =  k 1 ( k 2  =  3 ( 4  = 12,  число перевірочних  –  r  = 8, n = 20. Для коду з  r = 9  беруть  k = k 1 ( k 2  = 4 ( 4 = 16, n =  25;  для коду з  r = 16:   або k =  k 1 ( k 2 = 8 ( 7 = 56,  n = 72   або  k = k 1 ( k 2 = 7 ( 8 = 56,  n = 72.

При виправленні помилки у декодері визначають рядок і стовпець, для яких не виконуються умови парності. Спотворений інформаційний елемент, розташований на місці перетину рядка і стовпця, для яких не виконується перевірка на парність, інвертується.

Надмірність двомірних ітеративних кодів:

для  r  = 8    (   R  = r / n  =  2 / 5;

для  r  =  9   (   R  = 9 / 25;

для  r  = 16  (   R  = 2 / 9.

Несистематичний код Бергера є найбільш поширеним  з  несистематичних кодів.  У такому коді перевірочні елементи, які дописуються у кінці первинної кодової комбінації,  –  це  інвертований за-пис двійкового числа, яке дорівнює сумі вагів тих елементів інфор-маційної частини  кодової комбінації, на яких розташовані одиниці. При цьому число r  перевірочних елементів визначається як найменше ціле, яке задовольняє нерівності    r (  log 2 
[image: image614.wmf]å

=

k

i

i

w

1

,  де  w i – вага  i - ого інформаційного елемента  первинної кодової комбінації, яка кодується кодом Бергера, а ваги елементів первинної комбінації повинні приймати такі значення, починаючи з першого ( старшого ) розряду: 3, 5, 6, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18 тощо, тобто всі числа, крім тих, які дорівнюють значенням числа 2 у будь-якій цілій додатній степені ( 20, 21, 22, ...  ). Так    наприклад,   при   k  =  8   маємо log 2 
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=  log 2  ( 3 + 5 + 6 + 7 + 9 + 10 + 11 + 12 )  =  log 2 63  = 5,977, тобто  r =  6. Таким чином перевірочна частина кодової комбінації буде мати 6 розрядів. 

Для виправлення помилки в декодері підраховується сума S* вагів тих інформаційних розрядів прийнятої кодової комбінації, на яких розташовані одиниці. Далі інвертуються перевірочні розряди прийнятої кодової комбінації;  отримане двійкове число переводиться у десяткове і віднімається від обчисленої суми  S*. Якщо в інформаційній частині кодової комбінації є однократна помилка, то модуль різниці буде збігатись із вагою спотвореного розряду; для виправлення помилки відповідний інформаційний розряд потрібно інвертувати. 

Надмірність  коду  R  = 1 –  k / n = 1 –  k / ( k + r ) = r / n.

8.2.  Приклади  розв’язання  задач
Задача  8.2.1

Побудувати твірну матрицю і визначити всі комбінації двійкового систематичного ( групового ) коду, здатного виправляти поодинокі помилки для  N 0  = 8  повідомлень.

Розв’язання. Кількість інформаційних розрядів коду  k =  log 2 8  =  3. Кількість перевірочних розрядів визначається як найменше ціле r,  яке задовольняє нерівності  2 r 

 =  k + r + 1 ; таким значенням буде  r = 3 . Довжина коду n =  k + r  = 6 . Таким чином, твірна матриця G n,k  має 6 стовпців та 3 рядка,  а  перевірочна підматриця  C r,k   має 3 стовпця та 3 рядка. 

Згідно з правилом побудови підматриці  C r,k  кількість одиниць у кожному рядку цієї підматриці повинно бути не менша за d min – 1 = = 3 – 1 =  2, а кодова відстань між окремими рядками цієї підматриці – не менша за  d min – 2  = 3 – 2  =  1. Тому, з триелементних комбінацій для підматриці С 3,3 вибираємо тільки ті, які задовольняють цим умовам, тобто 110, 101, 011.

За інформаційну підматрицю Е k  твірної матриці обирають одиничну підматрицю. Дописавши до неї перевірочну підматрицю, одержимо твірну матрицю систематичного коду, здатного виправляти однократні помилки,

G 6,3   =  
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За  допомогою  одержаної  твірної матриці  G 6,3  визначимо всі 8 кодових  комбінацій,  які  належать  до  цього систематичного коду: 1 – 000000 ;  2 – 100110 ;  3 – 010101 ;  4 – 001011 ;  5 – 110011 ( 2 ( 3 ) ;                                   6 – 101101  ( 2 ( 4 ) ;  7 – 011110 ( 3 ( 4 ) ;  8 – 111000 ( 2 ( 3 ( 4 ) .

Задача  8.2.2
Побудувати  перевірочну матрицю двійкового систематичного коду, здатного виправляти однократні помилки з  d min  = 3 . Закодувати за допомогою одержаної перевірочної матриці комбінації первинного двійкового коду  111 та  011.

Розв’язання.  Для побудови перевірочної матриці систематичного коду, здатного виправляти однократні помилки, скористуємось твірною матрицею, побудованою для одержання 8 комбінацій систематичного  коду  в  задачі   8.2.1.

Перевірочна матриця  H n,r  повинна мати  r  =  3  рядки  та  n  =  6  стовпців. Вона утворюється  з  двох підматриць:  D 3,3 ,  яка містить три стовпці і три рядки, кожний рядок якої відповідає стовпцю пере-вірочної підматриці  С 3,3  твірної матриці G 6,3 , та одиничної під-матриці  E 3 .  Таким  чином,

Н 6,3   =  
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Перевірочні елементи,  згідно матриці  Н 6,3 ,  можна  визначити так:    b 1  =  a 1 ( a 2 ;   b 2  =  a 1 ( a 3 ;   b 3  =  a 2 ( a 3 .

За допомогою одержаної перевірочної матриці  Н 6,3  виконуємо кодування систематичним ( груповим ) кодом комбінацій первинного коду 111 та 011, для чого визначаємо перевірочні елементи для заданих комбінацій. Для комбінації 111:

 b 1  = 1 ( 1 = 0 ;  b 2  = 1 ( 1 =  0 ;  b 3  = 1 ( 1 =  0, 

а для комбінації 011: 

 b 1  = 0 ( 1 = 1 ;  b 2  = 0 ( 1 = 1;  b 3  = 1 ( 1 =  0. 

 Таким чином,  кодові  комбінації систематичного  ( групового ) коду будуть мати вигляд:  111000  та  011110.

Задача  8.2.3
Для групового  ( 7, 4 ) - коду, що виправляє однократні помилки, побудувати перевірочну матрицю  Н 7,3  і  закодувати за її допомогою комбінацію двійкового простого коду  1101,  якщо твірна матриця має вигляд 

G 7,4  = 
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Визначити синдром для виправлення однократних помилок в комбінаціях цього коду. Показати на прикладі виправлення однократної помилки.

Розв’язання.  Згідно  з  ( 8.3 ) перевірочна матриця  Н 7,3  для ( 7, 4 ) - коду  буде складатись  з  двох  підматриць: D 4,3 , кожний рядок якої відповідає транспонованому стовпцю перевірочної підматриці  C 3,4  твірної матриці  G 7,4 ,  та одиничної підматриці E 3 .  Отже, перевірочна матриця  H 7,3  буде мати вигляд:

Н 7,3   =  
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Перевірочні елементи, згідно матриці  Н 7,3 , будуть  визначатись за такими виразами:

  b 1  =  a 1 ( a 2 ( a 3 ;   b 2  =  a 1 ( a 2 ( a 4 ;   b 3  =  a 1 ( a 3 ( a 4 .

Користуючись ними, закодуємо комбінацію  [ a1 a 2 a 3 a 4 ] = = 1101, тобто визначимо перевірочні елементи:

b 1 = 1 ( 1 ( 0 = 0 ; b 2 = 1 ( 1 ( 1 = 1 ;  b 3 = 1 ( 0 ( 1 = 0 ;  таким чином,  комбінація  групового коду буде мати вигляд  1101010 .

У декодері для виявлення і виправлення однократної помилки у прийнятій кодовій комбінації систематичного групового коду викону- ють перевірку – визначають синдром помилки. Для одержаної пе-          ревірочної матриці елементи синдрому помилки визначаються таким чином : s 1  =  a
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Знайдемо і виправимо однократну помилку, наприклад, у ком-бінації  [ a
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]  = 1001010. Для цього визначимо кодовий синдром помилки: s 1 = 1 ( 0 ( 0 ( 0 = 1;  s 2 = 1 ( 0 ( 1 ( 1 = 1;  s 3 = 1 ( 0 ( 1 ( 0 = 0, тобто синдром має вигляд  110, що відповідає другому стовпцю перевірочної матриці  Н 7,3 . Синдром показує, що помилка знаходиться у другому розряді прийнятої кодової комбінації.  Для виправлення помилки інвертуємо значення даного розряду, тобто замість “ 0 ” записуємо “ 1 ”. Виправлена кодова комбінація групового коду буде мати вигляд  1101010 .

Задача  8.2.4
Закодувати традиційним двійковим кодом Хеммінга комбінацію двійкового простого коду  10110  і  показати  на прикладі процес виправлення будь-якої однократної помилки. Визначити надмірність коду.

Розв’язання. Згідно із співвідношенням  ( 8.1 ) при  k = 5 кількість перевірочних елементів  r = 4 ;  довжина коду  n =  k + r  =  5 + 4 = 9. Перевірочні елементи будуть розташовані на позиціях 1, 2, 4, і 8 ( див. правила побудови перевірочної матриці коду Хеммінга ). Побудуємо перевірочну матрицю коду Хеммінга розмірами  r = 4   рядків та   n = 9  стовпців:

Н 9,4  = 
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b 1  b 2   a 1 b 3   a 2  a 3  a 4   b 4  a 5 
Під матрицею для полегшення процесу кодування записана у загальному вигляді  кодова  комбінація, де через  a i   та  b j  позначені  інформаційні та перевірочні елементи  відповідно. Користуючись побудо-ваною перевірочною матрицею  Н 9,4 ,  визначимо значення перевіроч-них елементів  для   [ a1 a 2 a 3 a 4 a 5 ]  = 10110 :  

b 1  = a 1 ( a 2 ( a 4 ( a 5  = 1 ( 0 ( 1 ( 0 = 0 ; 

b 2  = a 1 ( a 3 ( a 4  = 1 ( 1 ( 1 = 1 ; 

b 3  = a 2 ( a 3 ( a 4  = 0 ( 1 ( 1 = 0 ; 

b 4  =  a 5  = 0. 

Кодова комбінація  традиційного коду Хеммінга буде мати вигляд: 011001100.

Виконаємо декодування одержаної кодової комбінації з виправленням однократної помилки. Припустимо, що при передачі сталося спотворення і замість 011001100 була прийнята кодова комбінація  011001000. 

Для виявлення і виправлення помилки у декодері виконують  перевірки на парність з урахуванням перевірочних елементів, тобто знаходять синдром помилки згідно перевірочній  матриці  Н 9,4 :

s 1 =  b 1 ( a 1 ( a 2 ( a 4 ( a 5  = 0 ( 1( 0 ( 0 ( 0 = 1; 

s 2 =  b 2 ( a 1 ( a 3 ( a 4  = 1 ( 1 ( 1 ( 0 = 1; 

s 3 =  b 3 ( a 2 
[image: image640.wmf]Å

 a 3 ( a 4  = 0 ( 0 ( 1 ( 0 = 1; 

s 4 =  b 4 ( a 5  = 0 ( 0 = 0. 

Маємо синдром  0111. Таким чином , визначаємо, що спотворено елемент із порядковим номером  01112  =  710 , тобто елемент a 4 . Виправляємо його за допомогою інверсії та одержуємо правильну кодову комбінацію – 011001100.

Надмірність коду  R  = 1 – k / n  = 1 – k / ( k + r )  =  r / n =  4 / 9 .

Задача  8.2.5
Закодувати кодову комбінацію 01101 двійкового простого коду двійковим кодом з багатократним повторенням, здатним виправляти однократні помилки. Виправити будь-яку однократну помилку та визначити надмірність  коду.

Розв’язання.  Число m повторень при виправленні однієї помилки визначається з виразу d min =  m + 1. Кодова відстань при виправленні однократної помилки повинна бути не менша за  d min = 3, тому  m  = d min – 1 = 3 – 1 = 2. Кодова комбінація коду з багатократним повторенням буде мати вигляд: 011010110101101.

Покажемо процес виправлення однократної помилки. Для цього припустимо, що при передачі комбінації коду з багатократним повторенням  виникла однократна помилка, вектор якої 000010000000000. Тоді прийнята кодова комбінація буде мати вигляд: 011000110101101.

У декодері  прийнята кодова комбінація розбивається на три частини по 5 елементів у кожній і виконується  порозрядне їх порівняння:                                     

                                        01100

 


        01101

 


        01101,  

у результаті якого виявляється помилка у п’ятому розряді. Застосувавши “ голосування за більшістю ”,  можна виправити цю помилку. Виправлена комбінація двійкового первинного коду буде мати вигляд 01101.

Надмірність коду  R  =  m / ( m + 1 )  =  r / n =  2 / 3.

Задача  8.2.6
Закодувати ітеративним кодом ( Елайеса ), що виправляє однократні помилки, комбінацію 011010110101 двійкового первинного коду з  k = 12 інформаційними елементами. Виправити будь-яку однократну помилку та визначити надмірність коду.

Розв’язання.  Розбиваємо комбінацію первинного коду на три частини,  записуємо  у вигляді матриці з трьома  рядками та робимо перевірку на парність елементів кожного рядка і кожного стовпця, дописуючи перевірочні елементи:

	0 1 1 0
	0

	1 0 1 1
	1

	0 1 0 1
	0

	1 0 0 0
	1


Таким чином отримали кодовий двовимірний масив ( комбіна-цію ) ітеративного коду з перевірками на парність, який має мінімальну кодову відстань  d min = 2 ( 2 =  4 ( добуток мінімальних кодових відстаней кодів, якими захищаються рядки та стовпці ). У лінію ( канал ) зв’язку передаються послідовно рядок за рядком двійкові елементи отриманого масиву:  01100101110101010001. Довжина цієї комбінації  n = 20,  вона  містить  k =12  інформаційних та  r = 8  перевірочних елементів.

Припустімо, що при передачі у результаті спотворень виникла помилка і на приймач прийшла комбінація  01100101010101010001. При декодуванні у декодері прийняту двійкову послідовність знову записують у вигляді матриці,  структура якої співпадає зі структурою масиву після кодування, і виконують перевірку на парність кожного рядка і кожного стовпця цієї матриці :

	0 1 1 0 0
	0

	1 0 1 0 1
	1

	0 1 0 1 0
	0

	1 0 0 0 1
	0

	0 0 0 1 0
	


Помилка знаходиться на перетині рядка та стовпця, які мають непарну кількість одиниць. В даному випадку це другий рядок та четвертий стовпець. Для виправлення помилки цей елемент інвертуємо, тобто замість прийнятого “ 0 ” записуємо “ 1 ”. Тоді виправлена інформаційна частина комбінації буде мати вигляд  011010110101,  що збігається із комбінацією первинного коду,  яка підлягала кодуванню.

Надмірність коду   R  =  r / n  =  8 / 20  =  2 / 5.

Задача  8.2.7
Закодувати несистематичним кодом Бергера, що виправляє однократні помилки, комбінацію двійкового первинного коду  10111  з  k = 5. Виправити будь-яку однократну помилку та визначити надмір-ність коду.

Розв’язання.  Для побудови коду Бергера  визначимо кількість перевірочних елементів з виразу 

  r

log 2 
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= log 2 ( 3 + 5 + 6 + 7 + 9 ) = log 2 30 = 4,907,  тобто  r = 5.

Далі визначимо сумарну вагу комбінації первинного коду, для чого  треба додати послідовно вагу першого, третього, четвертого і п’ятого розрядів, одержане десяткове число записати у двійковій формі п’ятьма двійковими розрядами, інвертувати його і дописати до комбінації первинного коду: 3 + 6 + 7 + 9  = 25,  2510 = 110012 ( 00110; тоді комбінація коду Бергера буде мати вигляд  1011100110. Таким чином комбінація складається з двох частин: інформаційної ( перші 5 елементів ) і перевірочної ( 6...10 елементи ).

Зробимо припущення, що при передачі по лінії зв’язку в результаті дії завад у кодовій  комбінації виникає помилка і на приймач надходить комбінація  1001100110. Для виявлення помилки  у декодері  спочатку виконуються такі ж операції, що і у кодері, тобто визначається сума вагів тих інформаційних елементів, на місцях яких розташовані “ 1 ”: S* = 3 + 7 + 9  = 19 ; це число  записується у двійковій формі п’ятьма розрядами ( 10011 та інвертується ( 01100. Перевірочна частина прийнятої комбінації і обчислена у декодері не збігаються, що вказує на наявність помилки у прийнятій кодовій комбінації. Далі для виправлення помилки інвертується двійковий запис перевірочної частини прийнятої кодової комбінації, одержане двійкове число переводиться у десяткову форму ( воно дорівнює 25 ) і від нього віднімається обчислене число S*. Маємо  25 – 19 = 6 ; це свідчить про те, що у прий-нятій кодовій комбінації був спотворений  третій елемент, оскільки саме йому відповідає вага 6. Виправлення виконується інвертуванням спотвореного елемента у прийнятій комбінації. Таким чином, правильний запис первинної комбінації має вигляд:  10111.

Надмірність  коду    R  =  r / n  =  5 / 10  =  1 / 2 .
8.3.  Задачі

8.3.1. Побудувати твірну матрицю двійкового систематичного ( групового )  коду, який має  N0  дозволених кодових комбінацій та здатен виправляти всі однократні помилки  ( згідно з варіантом таблиці 8.3.1 ). Навести  приклад кодування за допомогою твірної матриці.

 Таблиця 8.3.1

	№  варіанта
	Кількість  дозволених  комбінацій   N0

	1
	8

	2
	16

	3
	32

	4
	64

	5
	128


8.3.2.  Визначити, які з наведених комбінацій двійкового групового  ( 7,4 ) - коду   ( згідно з варіантом таблиці  8.3.2 ),  містять помилку, якщо відомо, що код побудований за твірною матрицею:
G 7,4  =  
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Таблиця 8.3.2

	№  варіанта
	Комбінації  двійкового  групового  коду

	1
	1010110, 1110010, 0001111

	2
	0101010, 1111111, 0011011

	3
	0011101, 0010110, 1101110

	4
	1100000, 1100110, 1010101

	5
	0100010, 0100101, 1001011

	               6
	                 1110000, 0000101, 0100000


8.3.3.  Визначити, які з комбінацій двійкового групового  ( 7,4 ) -коду  містять помилку ( згідно з варіантом таблиці 8.3.3 ), якщо відомо, що перевірочна матриця коду має вигляд:

Н 7,3  =  
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Таблиця 8.3.3

	№  варіанта
	Комбінації  двійкового  групвого  коду

	1
	0010110, 1110010, 1001111

	2
	0101110, 1111111, 1011001

	3
	1011111, 0010110, 1101110

	4
	0100011, 1100110, 0010101

	5
	0100011, 0100101, 1101011


8.3.4. Побудувати перевірочну матрицю традиційного двійкового коду Хеммінга з заданими  d min  та  k  ( згідно з варіантом таблиці 8.3.4 ). За допомогою одержаної матриці закодувати кодом Хеммінга  комбінації  двійкового простого коду  А 1 та  А 2 . 

Показати на прикладі виправлення будь-якої однократної помилки  ( для коду з d min = 3 )  або виявлення будь-якої трикратної помилки ( для коду  з  d min = 4 )  в отриманих кодових комбінаціях коду Хеммін-га і визначити надмірність коду.

         Таблиця 8.3.4

	№  варіанта
	d min
	k
	А 1
	А 2

	1
	3
	4
	0011
	1010

	2
	3
	5
	11001
	00110

	3
	3
	7
	0101010
	1110000

	4
	3
	11
	01110001010
	00011100011

	5
	3
	12
	001100110010
	111000111000

	6
	3
	14
	00010001000100
	10010010010010

	7
	4
	4
	1110
	0011

	8
	4
	7
	0100101
	1110001

	9
	4
	11
	01110111000
	11001100111

	10
	4
	15
	100011100101011
	010100010100001


8.3.5. Закодувати комбінації двійкового простого коду А 1 та А 2   довжиною k  ( згідно з варіантом таблиці 8.3.5 )  двійковим кодом з багатократним повторенням, здатним виправляти  помилки кратності  s. Показати процес виправлення помилок на прикладі і визначити надмірність коду.

          Таблиця 8.3.5

	№  варіанта
	k
	s
	А 1
	А 2

	1
	3
	2
	001
	100

	2
	4
	1
	1100
	0110

	3
	4
	2
	0011
	0010

	4
	5
	1
	11100
	00111

	5
	5
	2
	11001
	00111

	6
	6
	1
	001000
	110111

	7
	6
	2
	111011
	010010

	8
	7
	1
	0100101
	0110100

	9
	7
	2
	0111011
	0010011

	10
	8
	1
	10001110
	11100001


8.3.6. Закодувати інформаційну послідовність двійкових елементів ( згідно з варіантом таблиці 8.3.6 ) двійковим двомірним ітеративним кодом, здатним виправляти однократні помилки. Показати процес виправлення будь-якої однократної  помилки  і  визначити над-мірність коду.

          Таблиця 8.3.6

	№  варіанта
	Послідовність  двійкових  елементів

	1
	0010110111001010

	2
	111111110110

	3
	1011111001011011

	4
	0100011110011000

	5
	0100011010010111

	6
	110111001010

	7
	000100110111

	8
	111110010110

	9
	1100101101011011

	10
	1100111010110110


8.3.7. Закодувати несистематичним кодом Бергера, що виправляє однократні помилки, комбінацію двійкового первинного коду, згідно з варіантом таблиці 8.3.7. Показати процес виправлення будь-якої однократної помилки  та  визначити надмірність коду.

          Таблиця 8.3.7

	№  варіанта
	Комбінації  двійкового  первинного  коду

	1
	1011011

	2
	110110

	3
	1011111001

	4
	010001111001100

	5
	01000110100101

	6
	110111001010

	7
	000100110111

	8
	1111100101

	9
	110010110101101111

	10
	10011101


9. ДВІЙКОВІ ЦИКЛІЧНІ КОДИ

9.1.  Теоретичні  положення

Подання кодових комбінацій у циклічних кодах виконують у вигляді поліномів від формальної змінної  х, що дозволяє звести дії над кодовими комбінаціями до дій над поліномами. Так, сума двох двій-кових поліномів виконується додаванням за модулем 2 ко​ефіцієнтів за рівних степенів змінної  х. Наприклад, отримаємо суму за модулем 2 двох поліномів: ( х 4 ( х 3   х (1 ) ( ( x 3 ( x 2 ( x ) = x 4 ( x 2 ( 1. Множення виконується за звичай​ними правилами множення степеневих функцій, але коефіцієнти однакових степенів додаються за модулем 2. Так, ( x 4 ( x 3 ( x  ( 1 ) ( x ( 1 )  =  x 5 ( x 4 ( x 2 ( x ( x 4 ( x 3 (  x ( 1 =  =  x 5 (  x 3 (  x 2 ( 1.

Ділення також виконується як звичайне ділення поліномів, при цьому операція віднімання співпадає з операцією додавання  (. Наприклад,   ( x 5 ( x 3 (  x 2  ( 1 ) / ( x ( 1 )  =  х 4 (  х 3  ( х  ( 1.

До циклічних належать лінійні блокові ( n, k ) - коди, у яких циклічний зсув елементів будь-якої дозволеної комбінації призводить до виникнення також дозволеної комбінації, що належить до даного коду. Така циклічна перестановка з’являється завдяки помноженню полінома даної комбінації на  x . Щоб степінь полінома не перевищував  n – 1, член  x n замінюється одиницею.

Особливу роль в теорії циклічних кодів відіграють твірні поліноми, у якості яких звичайно використовуються незвідні поліноми та їх добутки. 
Циклічні коди з  d min  = 3 . Розрізняють алгебраїчні та матричні способи побудови циклічних кодів. Існують три алгебраїчні спо​соби  побудови кодових комбінацій циклічного коду, які випливають з виразу
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де  r – кількість перевірочних розрядів у комбінації циклічного коду; Q ( x ) – поліном первинної кодової комбінації; P ( x ) – твірний полі-ном; C ( x ) – частка від ділення того степеня, що і Q ( x );  R ( x ) – ос​тача від ділення, яка має степінь, не більший за  r – 1. З виразу  ( 9.1 )  можна одержати три способи побудови циклічного коду :

F1 ( x )  =  x r Q ( x ) ( R ( x ) ;

F2 ( x )  =  C ( x ) P ( x ) ;

F3 ( x )  =  Q ( x ) P ( x ) ,

де  F ( x )  –  комбінація циклічного коду.

Перші два способи дають один і той же роздільний циклічний код, тобто  F1 ( x )  =  F2 ( x ), у якому розташування інформаційних і перевірочних елементів буде підпорядковано правилу:  k  старших роз-рядів комбінації  –  інформаційні, решта  n – k = r  розрядів  –  пере-вірочні. Третій спосіб використовується для побудови нероздільного циклічного коду, де інформаційні і перевірочні елементи в комбінаціях не відокремлені одні від одних, що ускладнює процес декодування.

Деякі твірні поліноми для циклічних кодів наведені у табл. 9.1.

                         




 Таблиця 9.1

	Кількість 

перевірочних 

еле​ментів  r
	Твірний    поліном    P ( x )
	Двійковий

за​пис

полінома

	3
	x3x1
	1011

	3
	x3x21
	1101

	4
	x4x1
	10011

	4
	x4x31
	11001

	5
	x5x21
	100101

	5
	x5x31
	101001

	5
	x5x3x2x1
	101111

	5
	x5x4x2x1
	110111

	6
	x6x5x41
	1110001

	8
	x8x7x6x5x2x1
	111100111

	9
	x9x5x31
	1000101001


Очевидно, що  F(x) повинен  ділитися на  P(x)  без остачі. На цьому і грунтується перевірка кодової комбінації на наявність помилок при прийомі. Якщо прийнята комбінація  F*(x)  ділиться на  P(x)  без ос​тачі, вона визнається безпомилковою. Якщо після ділення залишається ненульова остача, це свідчить про наявність помилки у прийнятій комбінації циклічного коду.

Для виправлення помилки можна скористатися методом гіпотез. Цей метод грунтується на послідовній побудові гіпотез про помилки у молодшому розряді прийнятої кодової комбінації, потім, якщо гіпотеза не підтверджується, у другому розряді і так далі, поки гіпотеза не підтвердиться і остача від ділення  F*(x)(E(x), де E(x) – поліном по​милки, на  P(x)  не дасть нульовий результат. Це означає, що F(x) = F*(x)(E(x)  і  помилка виправлена.

Розрізняють три матричні способи одержання циклічного коду, два з яких грунтуються на побудові твірної матриці, і один – пе​ревірочної.

За першим способом будується твірна матриця 

G  =  
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За другим способом також будується твірна матриця циклічного коду, але на відміну від першого, у якості рядків такої матриці викори​стовують усі можливі комбінації коду, що мають тільки одну одиницю в інформаційній частині; перевірочні елементи для таких комбінацій можна ви​значити за допомогою першого алгеб​раїчного способу побудови коду.

Третій матричний спосіб побудови циклічного коду грун​тується на одержанні перевірочної матриці за допомогою викори​стання перевірочного полінома, який визначається за формулою:

Н(х)=(xn1)/P(x),

де  n=2r–1. При цьому, перевірочна матриця має вигляд:

H  =  
[image: image647.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

×

×

×

×

-

)

(

)

(

)

(

)

(

1

2

1

0

x

H

x

x

H

x

x

H

x

x

H

x

r

M

   .

Процес кодування і декодування за допомогою твірної або перевірочної матриць циклічного коду провадиться аналогічно даному процесу у  двійковому груповому коді, викладеному  в  розділі  8.

Циклічні  коди з  d min = 4  можуть виявляти одно-, дво- і три​кратні помилки. Для збільшення кодової відстані до d min = 4 кількість перевірочних елементів у кодовій комбінації такого коду має бути на один більшою, ніж у коді  з  d min = 3. Твірний поліном  P(x)(d=4) такого коду визначається як добуток твірного поліному  P(x)(d=3) циклічного коду,  який має  d min = 3,  на поліном  ( x(1), тобто :

P(x)(d=4)= P(x)(d=3)(x1).

Процедура кодування  і  декоду​вання залишається такою ж,  як і для циклічного коду  з  d min = 3.

Вкорочені  циклічні  коди  будуються за аналогією з двійковими груповими кодами на основі побудови твірної або перевірочної матриць  ( див. розділ  8 ).

Коди Боуза-Чоудхурі-Хоквінгема  ( БЧХ ) є різновидом циклічних кодів з кодовою відстанню  d min 

 3. Коди БЧХ дозволяють виявляти і виправляти будь-яку кількість помилок у залежності від мінімальної кодової відстані. При кодуванні задаються кількістю по​милок, яку слід виправити, або кодовою відстанню і загальною кількістю елементів у кодовій комбінації n. Кількість інформаційних елементів  k  та перевірочних елементів  r  визначається при побудові коду. 

Так  довжина кодової комбінації  n  у  кодах  БЧХ  визначається  з виразів  [24]:

   n = 2h–1,   або   n = (2h–1)/g,            ( 9.2 )

де  h – ціле число;   g  – непарне додатне число, при діленні на яке одержуємо  n  цілим непарним числом. Таким чином,  n  може бути тільки непарним числом. Тобто, керуючись виразом ( 9.2 ), визначаємо, що кількість елементів у комбінаціях коду БЧХ може дорівнювати 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023  тощо. 

Кількість перевірочних елементів коду відповідає співвідношенню

r (  h ( d min – 1 ) / 2 ,

            ( 9.3 )

звідки кількість інформаційних елементів

         k ( ( 2 h – 1 ) – h ( d min – 1) / 2 .                         ( 9.4 )

Твірний поліном коду БЧХ визначається як добуток так званих мінімальних поліномів  Мi(x),  із непарними індексами:

           P(x) = M1(x)M3(x)...MV(x),                       ( 9.5 )

де  V  =  d min – 2 . Можна пересвідчитись, що кількість мінімальних поліномів  у  добутку  ( 9.5 )  дорівнює максимальній кількості  s  помилок,  які  гарантовано  виправляються  кодом . 

У таблиці  9.2  наведені основні параметри деяких кодів  БЧХ .

                   




Таблиця  9.2

	n
	k
	r
	d min
	Твірний  поліном  Р8

	7
	4
	3
	3
	13

	15
	11
	4
	3
	23

	
	7
	8
	5
	721

	
	5
	10
	7
	2467

	31
	26
	5
	3
	45

	
	21
	10
	5
	3551

	
	16
	15
	7
	107657

	
	11
	20
	11
	5423325

	
	6
	25
	15
	313365047

	63
	57
	6
	3
	103

	
	51
	12
	5
	12471

	
	45
	18
	7
	1701317

	
	39
	24
	9
	166623567

	
	36
	27
	11
	1033500423

	
	30
	33
	13
	1574641656547

	
	24
	39
	15
	17323260404441

	
	18
	45
	21
	1363026512351725


Подані в таблиці параметри були визначені у відповідності з вик​ладеною вище методикою. Для зручності запису твірні поліноми Р(х) подані у вісімковій системі числення  ( P8 ) . Щоб одержати твірний поліном у звичайному вигляді, тобто у тій формі, яка використовується для побудови кодів БЧХ, треба перевести кожну вісімкову цифру  у  двійковий трибіт. Так, наприклад,  Р8 =  45  запишеться двійковими числами: 4 – 100  та  5 – 101. Таким чином одержуємо двійкове число 100101, яке запи​сується поліномом    Р(х) = x5x21.

Як було показано вище, коди БЧХ мають непарне значення мінімальної кодової відстані  d min. Для того, щоб збільшити d min на оди​ницю, досить помножити твірний поліном коду БЧХ на двочлен (х1).

Кодування у кодах БЧХ виконується так само, як і у звичай​них циклічних кодах, у тому числі і за допомогою матричних способів ( див. вище ). Декодування кодів БЧХ ( виявлення та виправлення поми​лок ) також може виконуватися з використанням методики, викладеної для циклічних кодів  з  d min < 5. 

9.2.   Приклади  розв’язання  задач

Задача  9.2.1

Закодувати двійковим циклічним кодом, що виправляє одно​кратні помилки, кодову комбінацію двійкового простого коду 1110  та показати процес виправлення будь-якої однократної помилки в одер​жаній комбінації циклічного коду. Визначити надмірність коду.

Розв’язання.  Для того, щоб закодувати комбінацію простого коду циклічним кодом, необхідно вибрати твірний поліном. Степінь твірного поліному Р(х)  визначається кількістю перевірочних еле​мен-тів  r  у комбінації циклічного коду, а величина  r  при d min = 3 ви​зна-чається  з  виразу  2r–1

 n. Тобто, при  k = 4  маємо  r = 3. Таким чином з табл. 9.1 вибираємо  поліном степені  3:     Р(х)=x3x1.

Виконуємо кодування комбінації двійкового простого коду 1110. Для цього

– записуємо її у вигляді полінома:  Q(x)=x3x2x;
– помножимо   Q(x) на   xr;  оскільки   r  = 3,   то    Q(x)x3 =

(x3x2x)x3 = x6x5x4;

– поділимо  Q(x)x3  на  P(x) з метою визначення остачі  R(x), ко​ефіцієнти при степенях  x  якого є перевірочними елементами комбінації циклічного коду: 

	(
	 x6(x5(x4
	
	   x3(x(1

	
	 x6(x4(x3
	
	   x3(x2

	           (
	 x5(x3
	
	

	
	 x5(x3(x2
	
	

	
	          x2
	
	                 .


Одержуємо остачу  R(x) = x2, якій відповідає трирозрядний век​тор  ( r = 3 )  – 100 ;  додаємо  остачу  R(x)  до  Q(x)x3 і  отримуємо кодову комбінацію двійкового циклічного коду  F(x)= =Q(x)x3(R(x)= x6x5х4x2 (  F = 1110100.

Покажемо процес виправлення  однократної помилки. Для цього припустимо, що при передачі виникла однократна помилка, поліном та век​тор якої відповідно E(x) = x3 та  0001000. Тоді поліном F*(x) прийнятої  комбінації  F*(x) = F(x)(E(x) = x6x5x4(x3x2  (  1111100.

Декодер виконує перевірочне ділення F*(x) на той же твірний поліном P(x), який був використаний  при  кодуванні:

	   (
	x6(x5(x4(x3(x2
	 x3(x(1

	
	x6(x4(x3
	 x3(x2(1

	   (
	x5(x2
	

	
	x5(x3(x2
	

	 (
	x3
	

	
	x3(x(1
	

	
	     x(1
	                    .


Отже, остача  R(x) =  x1 або  R  =  011.


Оскільки остача від ділення не дорівнює нулю, робимо висно​вок про наявність помилки у прийнятій комбінації  F*(x). 

Для визначення місця помилки скористуємося методом гіпотез.

Крок 1. Висуваємо гіпотезу про помилку у молодшому роз​ряді комбінації циклічного коду  F*(x), тобто вважаємо, що поліном та вектор помилки відповідно E1(x) = 1  та  E1= 0000001. Беремо суму за   модулем  2  F*(x)(E1(x): 

    F*(x)(E1(x) = (x6x5х4x3x2)(1= x6x5х4x3x21; 

ділимо отриману суму  на P(x) з метою підтвердження ( у разі нульової остачі ) або спростування  ( у разі ненульової остачі )  висунутої гіпотези:

	      (    
	x6(x5(x4(x3(x2(1
	x3(x(1
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Остача  R(x) = x,  тобто  R(x) ( 0, і гіпотеза  відхиляється.

Крок 2 . Висуваємо гіпотезу про помилку у другому розряді F*(x), тобто вважаємо, що  E2(x) = x ( E2  =  0000010. Беремо суму за  модулем  2  F*(x)(E2(x):

F*(x)E2(x) = (x6x5x4x3x2)(x = x6x5x4x3x2x;

ділимо цю суму на  P(x)  з  метою підтвердження або спростування гі-потези:

	      (    
	x6(x5(x4(x3(x2(x
	x3(x(1

	
	x6(x4(x3
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	x3(x(1
	

	
	         1
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Остача  R(x) = 1,  тобто  R(x)

0,  і  гіпотеза  відхиляється.

Крок 3. Висуваємо гіпотезу про помилку у третьому розряді F*(x), тобто вважаємо, що E3(x) = x2 (  E3 =  0000100. Беремо суму

му за  модулем  2   F*(x)(E3(x): 

  F*(x)(E3(x) = (x6x5x4x3x2)(x2 = x6x5x4x3;

ділимо цю сумму  на  P(x)  з  метою підтвердження або спростування гіпотези:
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Остача  R(x) = x2x(1, тобто  R(x)

0,  і  гіпотеза  відхиляється.

Крок 4. Висуваємо гіпотезу про помилку у четвертому роз​ряді F*(x), тобто вважаємо, що E4(x) = x3 (  E4 =  0001000. Беремо суму за  модулем  2  F*(x)(E4(x):

   F*(x)(E4(x) = (x6x5x4x3x2)x3 = x6x5x4x2; 

ділимо отриману суму  на  P(x)  з  метою підтвердження або спростування гіпотези:

	    (
	 x6(x5(x4(x2
	
	   x3(x(1

	
	 x6(x4(x3
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	           0
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Остача  R(x) = 0, тобто помилка дійсно була у четвертому розряді, а вихідна комбінація циклічного коду має вигляд:

 F(x)=F*(x)(E4(x)= x6x5х4x2  (  F  = 1110100.

Надмірність  коду   R  = r / n  = 3 / 7.

Задача  9.2.2

Закодувати двійковим циклічним кодом, що виправляє одно​кратні помилки, кодову комбінацію двійкового простого коду Q(x) = x5 (  x2  і виправити будь-яку однократну помилку в одержаній комбінації циклічного коду. Визначити надмірність коду.

Розв’язання. Щоб закодувати задану кодову комбінацію Q(x) = x5(x2  ( Q = 100100 ) циклічним кодом, що виправляє однократні помилки  ( d min = 3 )   необхідно вибрати твірний поліном. Степінь твірного поліному P(x) визначається кількістю перевірочних елементів r, яку визначаємо з виразу 2r–1

n ( для d min = 3 ). При k = 6  одержуємо  r = 4  та  вибираємо з таблиці 9.1 поліном четвертого степеня:  P(x) = x4x1.
Виконаємо кодування первинної кодової комбінації Q(x) = = x5x2,  для чого знайдемо остачу C(x)  від  ділення  Q(x)x4  на P(x),  а  потім  помножимо її  на  P(x).Маємо

           Q(x)x4 = (x5x2)x4 = x9x6.

Поділимо отриманий  добуток  на P(x) з метою визначення частки  C(x) від  ділення:
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	 x9(x6
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Тобто C(x) = x5x.Помножимо C(x) на P(x) і одержимо ко-дову комбінацію циклічного  коду:

 F(x)=C(x)P(x)=(x5x)(x4x1)=x9x6x2x,

або  у  двійковому  вигляді  F = 1001000110.

Виправляємо однократну помилку. 

Припустимо, що при передачі по каналу зв’язку виникла од​нократна помилка, поліном якої  E(x) = 1. Тоді поліном прийнятої кодової комбінації циклічного коду   F*(x) = x9x6x2x1. 


Декодер виконує перевірочне ділення  F*(x)  на твірний поліном  P(x):
	    (
	 x9(x6(x2(x(1
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Тобто   R(x) = 1 ( 0.Це вказує на наявність помилки  у прийнятій кодовій комбінації.

Для визначення місця помилки скористуємося методом гіпотез, першим кроком якої є  гіпотеза про наявність помилки у мо​лодшому розряді прийнятої кодової комбінації F*(x), тобто вважаємо, що поліном та вектор помилки відповідно E1(x) = 1 та  E1=  0000000001. Визначаємо суму за модулем   2  F*(x)E1(x) та ділимо цю суму на Р(х) з метою підтвердження або спростування гіпотези:

F*(x)E1(x) = (x9x6x2x1)(1 = x9x6x2x;
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Тобто R(x) = 0, що вказує на те, що помилка дійсно була у першому розряді.
Таким чином, вихідна комбінація циклічного коду F(x) = x9x6x2x  (   F  = 1001000110.

Надмірність  коду   R  = r / n  =  4 / 10  =  2 / 5.

Задача  9.2.3

Знайти твірний поліном Р(х) двійкового коду БЧХ, здатного виправляти трикратні помилки та призначеного для передачі символів деякого алфавіту, потужність якого дорівнює 32. 

Розв’язання. Мінімальна кодова відстань для коду БЧХ, здат​ного виправляти трикратні помилки,  d min = 2 s + 1 = 2 ( 3 + 1 = 7. Для пере​дачі символів алфавіту потужністю 32 повідомлень достатньо мати  k = 5  двійкових  інформаційних  символів  (25 = 32). 
Для визначення твірного полінома Р(х) коду БЧХ , що має d min = 7  та  k = 5, скористаємося таблицею 9.2. Бачимо, що мінімальна довжина коду БЧХ з заданими параметрами  n = 15  ( k = 5, r = 10, d min  = 7 ),  для якого твірний поліном у вісімковій системі числення P8  = 2467, або у двійковій системі числення P2  = 010100110111. Таким чином твірний поліном коду БЧХ буде мати вигляд P(x) = x10x8x5x4x2x1.

Задача  9.2.4

Закодувати двійковим кодом БЧХ , що виявляє до шести по​милок та має п’ять інформаційних символів, кодову комбінацію двійкового простого коду 10101. Показати процес виявлення шести помилок. Визначити надмірність коду.

Розв’язання. Поліном, який відповідає комбінації  10101 первинного коду, має вигляд  Q(x) = x4x21. Для того,  щоб  код  БЧХ міг виявляти шість помилок, він повинен мати  d min =  s + 1 = 6 + 1 = 7. Тому, користуючись таблицею 9.2, визначаємо параметри коду БЧХ, який має здатність виявляти шість помилок: n = 15, k = 5, r = 10, P8 = 2467. Переводимо значення твірного поліному, що записане у вісімковій системі числення, у двійкову  P2 = 010100110111,  і  далі за-писуємо його у вигляді поліному:  P(x) = x10x8x5x4x2x1.

Закодуємо задану комбінацію двійкового простого коду кодом БЧХ ,  для чого :

–  помножимо Q(x) на хr:  (x4x21) x10 = x14x12x10;

–  поділимо  Q(x) x10  на  P(x)  і  визначимо остачу  R(x):
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тобто остача   R(x)=x9x6x2x1;
–  визначаємо суму  Q(x)x10 (R(x)  і одержуємо поліном кодової комбінаціє коду БЧХ :  F(x) = x14x12x10x9x6x2x1; йому  відповідає  комбінація 101011001000111.

Покажемо процес виявлення шести помилок. Припустимо, що при передачі виникли  6 помилок. Нехай поліном шестикратної помилки E(x) = x12 x10 x9x6x5x2. Тоді поліном прий​нятої комбінації коду  БЧХ :   F*(x) =  x14 x5x1.


Для виявлення помилок декодер виконує перевірочне ділення прийнятої комбінації  F*(x)  коду БЧХ на той же твірний поліном  P(x), який був використаний при кодуванні: 
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Остача від ділення R(x) ( 0, що вказує на наявність помилок у прийнятій кодовій комбінації F*(x). Здатність побудованого коду БЧХ  виправляти помилки ( d min = 7 ) не дозволяє виправити ці шість помилок.

Надмірність коду   R  =  r / n  =  10 / 15  =  2 / 3.

9.3.   Задачі
9.3.1.  Закодувати двійковим циклічним кодом з  d min = 3, що виправ​ляє однократні помилки, комбінацію двійкового простого коду Q(x) довжиною  k  інформаційних елементів згідно з варіантом, поданим в таблиці 9.3.1. Твірний поліном P(x)  визначити з таблиці 9.1. Показати процес виправлення будь-якої однократної помилки  і  визначити надмірність коду.

          Таблиця 9.3.1

	№    варіанта
	k
	Поліном  комбінації  двійкового

простого  коду  Q ( x )

	1
	4
	x2x1

	2
	5
	x4x2x

	3
	6
	x5x21

	4
	7
	x6x1

	5
	8
	x7x6x4x

	6
	9
	x7x5x31

	7
	10
	x9x6x2x1

	8
	11
	x10x9x8x4x

	9
	12
	x11x10x7x6x31

	10
	14
	x13x12x10x9x3x2


9.3.2.  Закодувати двійковим циклічним кодом, що виявляє три​кратні помилки ( d min = 4 ), кодову комбінацію двійкового простого коду  Q(x)  довжиною  k  інформаційних елементів згідно з варіантом, пода​ним в таблиці  9.3.2. Твірний поліном  P(x)  визначити з таблиці 9.1. Показати процес виявлення будь-якої  трикратної  помилки  і  визна​чити надмірність коду.

           Таблиця 9.3.2

	№   варіанта
	k
	Поліном  комбінації  двійкового

простого  коду  Q ( x )

	1
	4
	  x2x1

	2
	5
	x4x2x

	3
	6
	x5x4x21

	4
	7
	x6x4x1

	5
	8
	x7x6x3x

	6
	9
	x8x3x1

	7
	10
	x9x6x2x1

	8
	11
	x10x9x5x21

	9
	12
	x11x8x7x3x2

	10
	14
	x13x11x10x7x3x


9.3.3.  Побудувати твірну матрицю двійкового циклічного коду з мінімальною кодовою відстанню  d min = 3  ( здатного виправляти однократні помилки ),  твірний поліном  P(x)  якого  та  довжина  n  вибираються  згідно  з  варіантом,  поданим  в  таблиці  9.3.3. 

Таблиця 9.3.3

	№

варіанта
	Довжина

коду  n
	Твірний  поліном  циклічного  коду  P(x)

	1
	7
	x3x21

	2
	9
	x4x1

	3
	15
	x4x31

	4
	16
	x5x21

	5
	17
	x5x3x2x1


9.3.4.  Побудувати перевірочну матрицю двійкового циклічного коду з мінімальною кодовою відстанню  d min = 3  ( здатного виправляти однократні помилки ),  твірний поліном  P(x)  якого  та  довжина  n  вибираються  згідно  з  варіантом,  поданим  в  таблиці  9.3.4. 







        Таблиця 9.3.4

	№

варіанта
	Довжина коду  n
	Твірний  поліном  циклічного коду  P(x)

	1
	7
	x3x1

	2
	10
	x4x1

	3
	12
	x4x31

	4
	18
	x5x31

	5
	20
	x5x4x2x1


9.3.5. Згідно з варіантом, поданим в таблиці 9.3.5, знайти твірний поліном  P(x)  двійкового коду БЧХ , який має N0  дозволених кодових комбінацій та здатен виправляти по​милки кратності  s. Визначити надмірність коду.

                     Таблиця 9.3.5

	№   варіанта
	Кратність помилки ,  s
	N0

	1
	2
	128

	2
	2
	100

	3
	3
	32

	4
	5
	2048

	5
	7
	64


9.3.6. Згідно з варіантом, поданим в таблиці 9.3.6, закодувати ко​дову комбінацію двійкового простого коду, якій відповідає поліном  Q(x),  двійковим кодом БЧХ , що виявляє  s  помилок. Показати процес виявлення будь-якої помилки кратності  s  і визначити надмірність коду.

           Таблиця 9.3.6

	№   варіанта
	Кратність  s  помилок,  що  виявляються
	Поліном  комбінації  двійкового  простого  коду  Q ( x )

	1
	4
	x6x1

	2
	6
	x4x2x

	3
	4
	x20x4x21

	4
	6
	x15x8x1

	5
	10
	x10x6x3x


10.  НЕДВІЙКОВІ КОДИ

10.1.  Теоретичні  положення

Недвійкові коди за аналогією з двійковими можна поділити на такі: первинні коди; коди, що виявляють помилки;  коди, що виправляють помилки.

Недвійкові  первинні  коди  використовуються у телекомунікаційних системах та мережах і системах телемеханіки. Далі наведені вирази для розрахунку кількості  N 0  кодових комбінацій, які можна отримати при побудові таких первинних кодів ( вони пов’язані з відповідним розділом математики, який називається комбінаторикою ).

Код на перестановки:
N0= q!,  q = n ;

тут і далі  q – потужність алфавіту коду,  n – довжина кодової ком-бінації.

Код на певне число розміщень:
N0 = 

 =  q! / ( q – n )! ,  q > n .

Код на певне число сполучень:
N0 = 

 =  q! / [ ( q – n )! n! ] ,  q > n .

Код на всі сполучення:

N 0 = q n ,   q 

 n .

Змінно-якісний код:

N0 = q ( q – 1 ) n – 1 .

Недвійкові коди, що виявляють помилки,  можуть бути побудовані або введенням додаткових перевірочних елементів, які одержують як результат операцій над елементами первинної кодової комбінації, або збільшенням надмірності за рахунок зменшення кількості дозволених кодових комбінацій коду. В обох випадках досягається збільшення кодової відстані до значення, що дозволяє виявити ту чи іншу кількість помилок у кодовій комбінації. 
Код з перевіркою за mod q  будується за аналогією з двійковим кодом з перевіркою на парність, але з тією різницею, що виконується доповнення кодової комбінації первинного q-ічного коду перевіроч-ним елементом таким чином, щоб сума усіх елементів дорівнювала нулю за  mod q. Значення перевірочного елемента у даному разі визначається різницею між  q та сумою значень всіх елементів первинної кодової комбінації  за  mod q .

Такий код має незначну надмірність  R = 1 / ( k + 1)  і дозволяє виявити наявність помилок у кодовій комбінації, якщо сума усіх елементів  ( інформаційних та перевірочного )  за  mod q  відрізняється від нуля.
Код з простим повторенням  є аналогом двійкового коду з простим повторенням ( див. розділ 7 ), в основу якого покладено просте повторення первинної кодової комбінації. Алгоритм побудови коду має вигляд:

bi =  ai,  i 

 [ 1, k ] ,

де  ai – інформаційний елемент, що знаходиться на  i-ій позиції інфор-маційної частини кодової комбінації; bi – перевірочний елемент, що знаходиться на i-ій позиції перевірочної частини кодової комбінації;    k – кількість інформаційних елементів.

Надмірність коду  R = 0,5. Код дозволяє  виявити всі помилки, за винятком деяких помилок на однакових позиціях в інформаційній та перевірочній частинах коду.
Незвідний змінно-позиційний код НЗЗПК  задовольняє таким умовам:

кожна кодова комбінація містить однакову кількість елементів, які передаються послідовно;

кожний елемент кодової комбінації містить  m  позицій алфаві-ту  потужністю  q ;

сусідні елементи кодової комбінації повинні відрізнятися хоча б однією позицією;

останній елемент кодової комбінації не може збігатися з першим елементом комбінації, тобто для першого і останнього елементів кодової комбінації вибирають різні багатопозиційні сполучення. 

Виконання останньої умови забезпечує незвідність коду, що дозволяє виконувати передавання елементів коду без пауз і у деяких випадках відмовитися від синхронізації, а також спрощує процедуру  декодування.
Послідовність побудови  НЗЗПК:

береться  m  символів з  q  позицій алфавіту;

визначається кількість сполучень позицій за заданим числом позицій у кожному сполученні;

вся кількість сполучень позицій розбивається  на  n  груп, де  n – кількість елементів кодової комбінації  ( довжина коду ),  і  кожна група взаємно однозначно закріплюється за елементом кодової комбінації;

утворюються кодові комбінації з  n  елементами за правилом: для кожного елемента  беруться сполучення позицій із закріпленої за даним елементом групи сполучень позицій.

За методом побудови кодових комбінацій багатопозиційні НЗЗПК поділяють на такі класи:

без розділення алфавіту коду на групи;

з розділенням алфавіту коду на  v  груп, кожна з котрих  має  qi символів.  
Останній клас, у свою чергу, поділяють на НЗЗПК, кожний елемент якого містить  m  позицій, які беруться з різних груп сполучень, і НЗЗПК, кожний елемент якого містить  m  позицій, які беруться з однієї групи сполучень.

Кількість N 0  кодових комбінацій для НЗЗПК без розділення  алфавіту коду на групи
–  у  разі, коли всі сполучення позицій розподілені між n групами сполучень порівну


N0 = (
[image: image648.wmf]m
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–  у  разі, коли вся кількість сполучень розподіляється між групами сполучень не нарівно через остачу деякої кількості сполучень

N0  =  ( 
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де  Q  –  остача від ділення 
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/n,  що є цілим додатним числом.

Для  НЗЗПК  з  розділенням алфавіту коду  на  v  груп з однако-вою кількістю  l = q / v  позицій у кожній групі та за умов, що кожний кодовий елемент містить  m  позицій, які вибираються з різних груп ( v (  m )  кількість  кодових комбінацій

N0 =  (
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якщо ж для кожного кодового елемента  m  різних позицій  вибираються із однієї групи  ( l ( m, v = n ),  то
N0 =  (
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Недвійкові коди, що виправляють помилки, поділяють  на блокові і неперервні. Блокові  q - коди, як і аналогічні двійкові,  призначені для  виправлення, головним чином, незалежних помилок. Однак,  на  відміну  від  двійкових, один  елемент  недвійкового коду несе

log2 q біт інформації у залежності від методу побудови конкретного коду. Така особливість недвійкових кодів дає підставу стверджувати, що блоковий недвійковий код дозволяє виправляти умовний пакет помилок  з  log2 q  біт інформації, який, якби він виникнув у аналогічному двійковому коді, не міг бути виправлений ним. Це є однією з переваг використання недвійкових кодів, що виправляють помилки.

Код з багатократним повторенням застосовується при передачі інформації по каналам з високим рівнем завад. Цей код містить k інформаційних елементів, а кількість r перевірочних елементів залежить від числа  m  повторень, причому кожний перевірочний елемент збігається з відповідним йому інформаційним. Таким чином довжина кодової комбінації:  n =  k + k m  =  k ( 1 + m ). Алгоритм побудови коду: 
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де  ai – інформаційний елемент, що знаходиться на  i-ій позиції інфор-маційної частини кодової комбінації;   b
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– перевірочний елемент, що знаходиться на  i-ій позиції  j-го повторення.

Процедура виявлення помилок у прийнятій кодовій комбінації полягає у порівнянні однойменних інформаційних і перевірочних розрядів. Їх незбіг говорить про наявність помилок у прийнятій комбінації. При виправленні помилок у комбінації застосовується мажоритарний принцип виправлення для кожного інформаційного елемента, тобто “голосування за більшістю”, коли за істинне значення приймається те, яке частіше зустрічається у цьому інформаційному і відповідних йому перевірочних елементах. 

При  m - кратному повторенні надмірність коду   R  = m / ( 1 + m ).  
Код  з  простим  повторенням  та  перевіркою  за  mod q є ко-мбінованим використанням двох недвійкових кодів, що виявляють помилки: з простим повторенням та перевіркою за  mod q. Це дає можливість одержати код, що виправляє однократні помилки. В основу коду покладене просте повторення первинної кодової комбінації з подальшим доповненням кодової комбінації перевірочним елементом, який отримують як доповнення до суми елементів первинної кодової комбінації до значення потужності  q  алфавіту  коду ( основи коду ). Значення перевірочного елемента визначається різницею між  q та сумою значень всіх елементів первинної кодової комбінації  за  mod q.

Код дозволяє  виправити тільки всі однократні помилки. При цьому місце помилки визначається в декодері простим співставленням інформаційної та повтореної частин прийнятої кодової комбінації. Незбіг значень елементів у деякому розряді вказує на помилку у цьому розряді. Для визначення, в якій частині кодової комбінації виникла помилка: в інформаційній чи повтореній, виконують перевірку за mod q кожної частини комбінації окремо. При цьому у перевірку за mod q повинен входити і перевірочний елемент, який міститься у кінці кодової комбінації. При перевірці отримуємо контрольний елемент, значення якого при відсутності помилки буде дорівнювати нулю, а при виникненні однократної помилки – буде  відрізнятися від нуля.

При виникненні помилки в інформаційній частині прийнятої кодової комбінації її виправляють. Виправлене значення інформа-ційного елемента отримують як різницю за  mod q  між спотвореним інформаційним елементом та одержаним при перевірці у декодері контрольним елементом.

Надмірність коду   R = ( k + 1 ) / ( 2 k + 1 ). 
Узагальнений  код  Хеммінга  УКХ  є найбільш поширеним з недвійкових кодів такого класу. Код призначений для виправлення однократних помилок у термінах недвійкової арифметики.

Перевірочна матриця  УКХ  має розмір  r ( n:  

H  =  [ h i j ] ,  i = 1, 2, 3,…, r ;   j = 1, 2, 3,…, n ;
де  r – кількість перевірочних елементів, n – довжина кодової ком-бінації,  i – номер рядка,  j – номер стовпця. Стовпці  матриці  Н  повинні бути ненульовими і різними та, крім того, всі вони повинні мати однакову першу ненульову компоненту  ( . Оскільки  (  відповідає умові   1

 ( 

 q – 1, число її можливих значень дорівнює   q – 1. Звідси, виключивши нульовий вектор-стовпець, отримаємо число вектор-стовпців у матриці  Н  ( отже і максимальну довжину   nmax   кодової комбінації )  

          nmax  =  ( q r – 1 ) / ( q – 1 ) .

          ( 10.1 ) 

При побудові матриці  Н  виявляється,  що  r  перших її вектор-стовпців, кожний з яких містить єдину ненульову компоненту ( , утворюють діагональну підматрицю розміру  r ( r . Ця обставина вказує на зручні позиції для розміщення  r  перевірочних елементів у комбінації.

Загалом макет кодової комбінації  X  можна подати як:

         
   X  =  b1 b 2 b 3…br  a1a2 a3…ak ,

          ( 10.2 )
де   aj , bi  –  q-ічні  відповідно інформаційні та перевірочні елементи кодової комбінації.

З розв’язання фундаментального матричного рівняння систематичних кодів 

H X  Т =  0
відносно перевірочних елементів   bi ,  випливає

  bi  = 
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          ( 10.3 )

де   X  Т  –  транспонований  вектор  X  . 

Показане у (10.1) розміщення  перевірочних елементів не є єдино можливим, але воно забезпечує мінімальний обсяг обчислень при кодуванні та декодуванні. При цьому вираз  (10.2)  дає оптимальний алгоритм кодування. Кодовий вектор (10.1) поелементно передається у канал зв’язку у вигляді певних сигналів, де він може бути спотворений завадою. Фізичні явища процесу спотворення сигналів не мають значення, тому що з алгебраїчних міркувань його доцільно подати як  Y = X  ( E ( mod q ),  де  Y  – спотворений  кодовий вектор на виході тракту передачі;  E  –  вектор помилки з єдиною ненульовою компонентою  е  ( у припущенні однієї помилки ).

Процедура декодування містить у собі, як перший крок, за аналогією з двійковим кодом Хеммінга, обчислення  r-компонентного перевірочного синдрому: S  = H Y  Т =  L e . Вектор  S  являє собою помножений на значення помилки  е  ( 1

 е 

 q – 1 )  стовпець  L  перевірочної матриці Н, що відповідає позиції спотвореного елемента у кодовому векторі Y . Його називають  локатором місця помилки . Оскільки  всі вектор-стовпці у  Н  мають першу ненульову компоненту, що дорівнює  ( , то у  S  перша ненульова компонента  s1  завжди буде  s1 = ( e. Це обумовлює другий крок процедури декодування – визначення  значення  помилки:

                                      e  =  s1(  – 1  =  s1 /(  .        

          ( 10.4 )

З  визначення  S  = L e  випливає третій крок процедури декодування  –  знаходження локатора місця помилки:

   L   =  S / e ,


          ( 10.5 )

тобто кожна компонента вектора  S  ділится на значення помилки  e.
На четвертому кроку процедури декодування  шляхом упорядкованого перебору стовпців перевірочної матриці   H   і порівняння кожного з локатором  L  по збігу визначають позицію спотвореного елемента у кодовій комбінації. П’ятим і останнім кроком декодування є виправлення помилки, яке виконується  відніманням за mod q  значення помилки  е  від значення спотвореного елемента, знайденого у  Y  за його локатором  L . Після цього спотворений елемент  у прийнятій кодовій комбінації замінюють результатом віднімання  і, виключивши перевірочні елементи, подають одержувачу інформаційну частину кодової комбінації.

Надмірність коду   R  = r / n .

Зазначимо, що недвійкові коди прийнято ділити на дві великі групи: коди з простою основою, коли  q  є простим числом, і коди з основою  q, що  розкладається. Найбільший практичний інтерес має окремий випадок таких кодів при q  =  2h , символи якого  мають інформаційну ємність  h  біт  і  можуть бути співставленні з усіма  h-розрядними двійковими числами. Вибір  q  впливає на визначення операцій додавання, віднімання, множення і ділення, які використовуються у процедурах кодування і декодування. Якщо основа – просте число, зручно використати апарат обчислень за модулем простого числа. Якщо ж  q  =  2h, то необхідно звернутися до алгебраїчного апарату обчислень за модулем незвідного полінома. Символи коду при цьому ставлять у відповідність елементам скінченого поля порядку  q , а саме GF(q).

У табл. 10.1.1 та 10.1.2 наведені результати операцій додавання та множення у скінченому полі  GF ( 23 )  =  GF ( 8 ). Операцію додавання  +  двох елементів виконано як порозрядне додавання за mod 2 їх двійкових еквівалентів з подальшим  записом цього числа у вісімковому поданні. Операція множення ( виконується як множення двох поліномів, що відповідають елементам поля,  за модулем незвідного полінома степеня   h = 3   ( у  даному  разі  х3( x ( 1 ) . 

 Таблиця 10.1.1
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Для виконання операцій додавання і множення у скінченому полі GF ( 16 ) зручніше користуватися  адитивною та мультипліка-тивною формами запису десяткового числа, які подані у табл. 10.1.3. Операції виконуються на основі модульного полінома  Р ( х )  =  =  x 4 (  x ( 1, який задає розширювальне рівняння  x 4 =  x  ( 1  або (  4 =  (  ( 1 . В першій колонці цієї таблиці наведені елементи поля  GF ( 16 ) у десятковому поданні ( ці номерні записи можна розглядати як імена окремих елементів ). У другій колонці наведено подання елементів поля  GF ( 16 )  у формі двійкового вектора ( сукупності коефіцієнтів двійкового поліному – остачі від ділення на  Р ( х ) = x 4 (  x ( 1 )  з природнім розподілом вагів  23 22 21 20. У третій колонці наведено мультиплікативну форму подання елементів поля  GF ( 16 )  у вигляді степенів примітивного елемента   (

GF ( 16 ) .

Можна замінити будь-який високий степінь  (  на такий, що не перевищує 14, якщо мати на увазі, що (15  = 1, (16  = ( , (17  = (2, (18  = (3 , . . .

Таблиця 10.1.3

	Елементи

GF ( 16 )
	Подання 

у формі

 вектора

23 22 21 20
	( j
	Адитивна  форма a(3 ( b(2  ( c(1( d(0, a,b,c,d( { 0,1 } у базисі

(3  (2  (1 (0

	0
	0 0 0 0
	0 = 1 /(  (
	0

	1
	0 0 0 1
	(0= 1
	1

	2
	0 0 1 0
	(1
	(

	3
	0 0 1 1
	(4
	(  ( 1

	4
	0 1 0 0
	(2
	(2

	5
	0 1 0 1
	(8
	(2  ( 1

	6
	0 1 1 0
	(5
	(2 ( (

	7
	0 1 1 1
	(10
	(2 ( (  ( 1

	8
	1 0 0 0
	(3
	(3

	9
	1 0 0 1
	(14
	(3 ( 1

	10
	1 0 1 0
	(9
	(3 ( (

	11
	1 0 1 1
	(7
	(3 ( (  ( 1

	12
	1 1 0 0
	(6
	(3 ( (2

	13
	1 1 0 1
	(13
	(3 ( (2 ( 1

	14
	1 1 1 0
	(11
	(3 ( (2 ( (

	15
	1 1 1 1
	(12
	(3 ( (2 ( (  ( 1


Виконаємо, наприклад, множення елементів 13 та 15 поля  GF ( 16 )  за допомогою степенів  ( :

13 ( 15 = (13 ( (12  = (25 = (10( (15 = (10( 1 = (10 =  7.    

Код Ріда-Соломона ( РС  ) застосовується для передачі інфор-мації по каналах з високою інтенсивністю завад, за яких виникають помилки кратністю два і більше та пачки помилок. Коди РС розглядають як такий випадок кодів БЧХ, коли поле локаторів збігається з полем його елементів. Тобто, якщо поле елементів  GF ( q )  БЧХ - коду має  q  окремих елементів ( потужність поля q ), а поле його локаторів  GF ( ql )  має  ql  елементів і є  l - розширенням поля елементів  GF ( q ),  то у  РС - коді  і  елементи коду  і  їх локатори знаходяться у одному полі і належать  GF ( q ). Інакше кажучи,  РС - код – це вироджена форма  БЧХ - коду,  у  якого   l = 1.

Довжина блока  РС - коду  n = q – 1,  де  q – потужність алфавіту ( основа )  коду.

РС - код, як і БЧХ - код, може задаватися твірною чи перевірочною матрицями або твірним чи перевірочним поліномами. Найбільш поширений спосіб побудови РС - коду на основі твірного поліному Р(х). Перевірочну матрицю Н часто використовують для вивчення деяких властивостей  РС - коду та його зв’язку з систематичними кодами.

Твірний поліном  Р(х) коду  РС, що виправляє  s  помилок, є добутком   r   мінімальних поліномів для спектру елементів  з  GF ( q ),  де r  =  2 s  –  кількість перевірочних елементів у блоці коду:

      Р(х) = ( x – (  j ) ( x – (  j + 1 ) ( x – (  j + 2 )… ( x – (  j + r – 1 ) ,
        ( 10.6 )

де  (  j, (  j + 1, (  j + 2,…, (  j + r – 1  –  спектр твірних коренів поліному Р(х).

Степінь такого поліному дорівнює числу перевірочних елементів  r  =  2 s.

Для спрощення побудови  РС - коду часто вибирають  j = 1 та одержують:

         Р(х) = ( x – (  1 ) ( x – (  2 )… ( x – (  r )  = 
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Перевірочний поліном  Н(х)  РС - коду одержують як частку від ділення  ( x q – 1 – 1 )  на  Р(х).

Мінімальна кодова відстань  РС - коду  d 0  = r + 1 = 2 s + 1.

Надмірність коду   R  =  r / n  =  2 s / ( q – 1 ).

Найбільш просто коди  РС  реалізуються для алфавіту потужністю  q = 2 h,  тобто коли  q =  4, 8, 16,… .У цьому випадку операції віднімання співпадають з операціями додавання, тому скрізь можна знак  “ – “ замінити на “ + “, зокрема у виразах  ( 10.6 )  та  ( 10.7 ).

Декодування кодів РС виконується у відповідності з загальними принципами циклічних кодів . У разі виправлення помилок одержують значення локаторів L j  = (  j , що відповідають спотвореним елементам, і значення помилок для кожного спотвореного елемента. Виправлення помилок виконують відніманням від значення відповідного елемента значення помилки. Для полегшення виконання операцій результати додавання і множення у полі  GF ( 16 )  наведені табл. 10.3.
Недвійкові ітеративні коди  мають більш високу здатність виявляти помилки у порівнянні з аналогічними  двійковими ітератив-ними кодами. При  q > 2  зростає обсяг інформації, що передається, завдяки тому, що кількість інформації, яка міститься в одному елементі кодової комбінації, визначається потужністю  q  алфавіту коду. У таких ітеративних кодах для кодування по рядках і стовпцях використовують недвійкові коди з перевіркою за  mod q. Виявлення помилок виконується за аналогією з двійковим кодом – порівнянням перевірочних елементів кожного рядка ( стовпця ), поданих з каналу до декодера елементів коду, та одержаних у декодері шляхом обчислень.

Виправлення спотвореного елемента виконують наступним чином. Якщо не виконується перевірка для  i-го рядка та  j-го стовпця, то елемент, що знаходиться на перетинанні i-го рядка та  j-го стовпця, замінюють елементом, який є сумою за  mod q  даного прийнятого елемента ( помилкового ) та перевірочного елемента i-го рядка ( або j-го  стовпця ),  який був одержаний у декодері.

При виникненні декількох помилок у одному рядку ( стовпці ), помилки виправляють послідовно для тих стовпців  ( рядків ), де вони є  поодинокими.

10.2.  Приклади  розв’язання  задач

Задача  10.2.1

Побудувати трійкові первинні коди ( q = 3 ): на перестановки при  n = 3, на певне число розміщень при  n = 2 , на певне число сполучень при  n = 2, на всі сполучення  при  n = 2  та змінно-якісний  при  n = 3. 

Розв’язання. Визначимо кількість комбінацій  при заданих параметрах  та подамо їх для всіх цих кодів:

трійковий код на перестановки:  N0 = q! = 1( 2 ( 3  = 6 

 012, 021, 102, 120, 201, 210;

трійковий код на певне число розміщень:  N0 =  q! / ( q – n )! = = 3! / ( 3 – 2 )!  =  6 

  01, 02, 10, 20, 12, 21;

трійковий код на певне число сполучень:  N0 = 
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 = 3 

 01, 02, 12;

трійковий код на всі сполучення:  N0 =  qn = 32 =  9 

 00, 11, 22, 01, 02, 10, 12, 20, 21;

трійковий змінно-якісний код: N0 = q ( q – 1 ) n – 1 = 3 ( 3 –1 ) 3 – 1 = = 12 

 010, 020, 012, 021, 101, 121, 120, 102, 202, 212, 201, 210.
Задача  10.2.2

Закодувати комбінацію трійкового коду на всі сполучення 102 трійковими кодами, що виявляють помилки: з перевіркою за mod q  ( при q = 3 )  та з повторенням. Показати процес виявлення однократної помилки, визначити та порівняти надмірності цих кодів.

Розв’язання.  Кодова комбінація трійкового коду з перевіркою за  mod 3  буде мати вигляд А1 = 1020, а трійкового коду з повторенням – А2 = 102102.

Припустимо, що у комбінації трійкового коду з перевіркою за mod 3 виникла однократна помилка, вектор якої  Е1 = 0200. Тоді сума за  mod 3  А1(Е1 = 1220. У декодері перевіряється за  mod 3 сума елементів одержаної кодової комбінації. У цьому разі вона буде дорівнювати  2, тобто відрізнятися від 0, що вказує на наявність помилки у комбінації. Надмірність коду   R1 = 1 / ( k + 1)  = 1 / 4 = 0,25.

Припустимо, що у комбінації трійкового коду з повторенням виникла однократна помилка, вектор якої Е2 = 020000. Тоді сума за mod 3 А2(Е2 = 122102. Порівнюючи першу ( 1...3 розряди ) і другу ( 4...6 розряди ) частини кодової комбінації побачимо, що вони відрізняються у другому і п’ятому розрядах. Це вказує на наявність помилки у прийнятій кодовій комбінації. Надмірність коду  R2 =  0,5.

Таким  чином  R2 > R1.
Задача  10.2.3

Знайти максимальну кількість кодових комбінацій незві-дного змінно-позиційного коду з розділенням алфавіту коду на групи з однаковим числом символів у кожній, що можна одержати для алфавіту коду з потужністю  q = 12, при кількості елементів у кодовій комбінації  n = 2  та  кількості позицій у одному елементі, що дорівнює числу груп  m = v = 2. 

Розв’язання. Розрізняють два варіанти побудови даного коду: код з розділенням  q  позицій на  v  груп  з  m  позиціями в одному елементі, які беруться з різних груп, та аналогічний код, у якого  m  позицій беруться тільки з однієї ( за номером  відповідного елемента ) групи.

Визначимо кількість комбінацій для двох варіантів побудови НЗЗПК. Для НЗЗПК, побудованому за першим варіантом, кількість кодових комбінацій визначиться за формулою

N01 =  [
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де  l –  кількість позицій у кожній групі. 

У даному прикладі   l =  q / v  = 12 / 2  =  6. Тоді 

N01 =  [
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( 6 ) 2 / 2 ] 2  =  324.

Для НЗЗПК, побудованому за другим варіантом, кількість кодових комбінацій 

N02 =  (
[image: image663.wmf]m

v

q

C

/

)
[image: image664.wmf]v

=  (
[image: image665.wmf]2

2

/

12

C

 ) 2   =  225 .

Тобто N01 > N02. Таким чином максимальна кількість кодових ком-бінацій  НЗЗПК з розділенням алфавіту коду на групи може бути одержана при використанні для формування  m - позиційного елемента  позицій різних груп алфавіту. 

Задача  10.2.4

Знайти  кількість кодових комбінацій незвідного змінно-позиційного  коду без розділення алфавіту коду на групи, яку можна одержати для алфавіту коду, який  має потужність  q = 7,  при кількості елементів у кодовій комбінації n = 2 і кількості позицій у одному елементі m = 2. Записати всі одержані комбінації НЗЗПК. 

Розв’язання. Для визначення кількості комбінацій для НЗЗПК  без розділення алфавіту коду на групи спершу обчислимо число сполучень 
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 =  21. Одержане число не ділиться на  n  =  2 без остачі. У тому разі, коли вся кількість сполучень розподіляється між групами сполучень не нарівно з-за остачі деякої кількості сполучень, треба використати формулу:

N0  =  ( 
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де  Q  –  остача від ділення 
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/n ;  у даному випадку це остача від ділення  21 / 2 дорівнює, тобто  Q = 1. Тоді

N0  =  ( 21 – 1 ) ( ( 21 – 1 + 2 )  / 2 2  =  110 .

Якщо 21 сполучення розділити на дві групи: перша група з 10 сполучень: 01, 02, 03, 04, 05, 06, 12, 13, 14, 15 та друга група з 11 сполучень: 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46, 56, тоді одержимо 110 кодових комбінацій НЗЗПК. Кодові комбінації НЗЗПК зведемо до таблиці  10.2.1.

         Таблиця  10.2.1

	№ комбі-нації
	Комбінація НЗЗПК
	№ комбі-нації
	Комбінація НЗЗПК
	№ комбі-нації
	Комбінація НЗЗПК
	№ комбі-нації
	Комбінація НЗЗПК

	1
	01-16
	29
	03-35
	57
	06-23
	85
	13-36

	2
	01-23
	30
	03-36
	58
	06-24
	86
	13-45

	3
	01-24
	31
	03-45
	59
	06-25
	87
	13-46

	4
	01-25
	32
	03-46
	60
	06-26
	88
	13-56

	5
	01-26
	33
	03-56
	61
	06-34
	89
	14-16

	6
	01-34
	34
	04-16
	62
	06-35
	90
	14-23

	7
	01-35
	35
	04-23
	63
	06-36
	91
	14-24

	8
	01-36
	36
	04-24
	64
	06-45
	92
	14-25

	9
	01-45
	37
	04-25
	65
	06-46
	93
	14-26

	10
	01-46
	38
	04-26
	66
	06-56
	94
	14-34

	11
	01-56
	39
	04-34
	67
	12-16
	95
	14-35

	12
	02-16
	40
	04-35
	68
	12-23
	96
	14-36

	13
	02-23
	41
	04-36
	69
	12-24
	97
	14-45

	14
	02-24
	42
	04-45
	70
	12-25
	98
	14-46

	15
	02-25
	43
	04-46
	71
	12-26
	99
	14-56

	16
	02-26
	44
	04-56
	72
	12-34
	100
	15-16

	17
	02-34
	45
	05-16
	73
	12-35
	101
	15-23

	18
	02-35
	46
	05-23
	74
	12-36
	102
	15-24

	19
	02-36
	47
	05-24
	75
	12-45
	103
	15-25

	20
	02-45
	48
	05-25
	76
	12-46
	104
	15-26

	21
	02-46
	49
	05-26
	77
	12-56
	105
	15-34

	22
	02-56
	50
	05-34
	78
	13-16
	106
	15-35

	23
	03-16
	51
	05-35
	79
	13-23
	107
	15-36

	24
	03-23
	52
	05-36
	80
	13-24
	108
	15-45

	25
	03-24
	53
	05-45
	81
	13-25
	109
	15-46

	26
	03-25
	54
	05-46
	82
	13-26
	110
	15-56

	27
	03-26
	55
	05-56
	83
	13-34
	
	

	28
	03-34
	56
	06-16
	84
	13-35
	
	


Задача  10.2.5

Закодувати недвійковим кодом з багатократним повторенням, який  здатен виправляти усі однократні помилки, комбінацію трійкового первинного змінно-якісного коду  А = 120. Визначити надмірність одержаного коду та показати процес виправлення будь-якої однократної помилки. 

Розв’язання. Кількість перевірочних елементів у трійковому коді з багатократним повторенням визначається кратністю помилки, яку код повинен виправити. При виправленні однократної помилки мінімальна кількість повторень  m = 2. Тоді кількість перевірочних елементів  r =  k m  = 3 ( 2 = 6. Довжина кодової комбінації трійкового коду з багатократним повторенням, що виправляє однократні помилки, визначається за формулою  n =  k ( 1 + m ) = 3 ( 1 + 2 ) =  9. Кодова комбінація буде мати вигляд: 120120120. 

Надмірність коду  R  = m / ( 1 + m ) = 2 / ( 1 + 2 ) =  2 / 3.

Припустимо, що при передачі по каналу в результаті дії завад у кодовій комбінації виникла помилка, вектор якої  Е = 002000000. Тоді кодова комбінація, яка надходить до декодера, буде мати вигляд: A ( E  = 122120120. 

Для виправлення помилки у декодері виконується порівняння інформаційної частини прийнятої кодової комбінації з її повтореннями

122

120

 120,

яке ясно вказує на незбіг у третьому  розряді. Для виправлення помилки у комбінації застосовується мажоритарний принцип виправлення для кожного інформаційного елемента, тобто “ голосування за біль-шістю ”, коли за істинне значення приймається те, яке частіше зустрічається у цьому інформаційному і відповідних йому перевірочних елементах. Таким чином треба виправити 2 у третьому розряді прийнятої кодової комбінації на 0. Тоді виправлена кодова комбінація трійкового коду з багатократним повторенням буде мати вигляд: 120120120. 

Задача  10.2.6

Закодувати недвійковим кодом з простим повторенням та перевіркою за  mod 4  комбінацію четвіркового первинного змінно-якісного коду  А = 122. Визначити надмірність одержаного коду та показати процес виправлення будь-якої однократної помилки. 

Розв’язання. Кількість перевірочних елементів у четвірковому коді з простим повторенням та перевіркою за mod q визначається кількістю інформаційних елементів первинної кодової комбінації та додатковим перевірочним елементом. Тоді кількість перевірочних елементів  r =  k + 1 = 3 + 1 =  4, а довжина кодової комбінації n = = k + r = 3 + 4 = 7.

Визначимо значення перевірочного елемента як різницю між  4 та сумою значень всіх елементів первинної кодової комбінації  за  mod 4:  4 – 1 – 2 – 2 =  – 1 = 3 ( mod 4 ).Тоді кодова комбінація буде мати вигляд: 1221223. 

Надмірність коду  R  =  k / r =  4 / 7.

Припустимо, що при передачі по каналу в результаті дії завад у кодовій комбінації виникла помилка, вектор якої  Е = 0030000. Тоді кодова комбінація, яка надходить до декодера, буде мати вигляд: 

A ( E  = 1211223. 

Для виправлення помилки у декодері виконується порівняння інформаційної частини прийнятої кодової комбінації з її повтореннями 

121

  122 ,

яке ясно вказує на незбіг у третьому розряді. Для визначення, в якій частині прийнятої кодової комбінації виникла помилка: в інформа-ційній чи повтореній, робимо перевірку кожної з цих частин за mod 4. При цьому у перевірку повинен входити і перевірочний елемент, який міститься в кінці прийнятої кодової комбінації. Одержуємо значення контрольного елемента для інформаційної частини комбінації: 1+  2 + 1 + 3 = 3 ( 0 ( mod 4 ), що вказує на наявність в ній помилки. Вірне значення інформаційного елемента отримаєм як різницю за  mod 4 між спотвореним інформаційним елементом та одержаним при перевірці у декодері контрольним елементом: 1 – 3 = – 2 = 2 ( mod 4 ). 

Тоді виправлена кодова комбінація четвіркового коду з простим повторенням та перевіркою за  mod 4  буде мати вигляд: 1221223.
Задача  10.2.7

Закодувати вісімковим узагальненим кодом Хеммінга кодову комбінацію вісімкового первинного коду  A  =  3275524461, k = 10. Показати процес виправлення однократної помилки.

Розв’язання. У відповідності з виразом ( 10.1 ) при q = 8 та r = 2 маємо  nmax = ( 8 2 – 1 ) / ( 8 – 1 ) =  9,  що недостатньо для побудови коду з  k = 10. При  r = 3  максимальна довжина коду  nmax = 73. Таким чином, вибираемо r = 3, n = k + r = 10 + 3 = 13 і матриця Н має розміри  3 ( 13.

Довільно надаємо значення  (  = 2  і  будуємо матрицю  Н:

H  =  
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Кодова комбінація A  =  3275524461 закодована УКХ буде мати вигляд X  =  b1b2b33275524461.Обчислюємо значення перевірочних елементів за алгоритмом ( 10.3 ). Множення і додавання виконуємо у відповідності з табл. 10.1.1  та  10.1.2: 

b1 = (1/2)(2(3+2(2+2(7+2(5+2(5+2(2+2(4+2(4+2(6+2(1)=

     = (1/2)(6+4+5+1+1+4+3+3+7+2) = 6/2 = 3,

b2 = (1/2)(1(3+2(2+3(7+4(5+5(5+6(2+7(4+0(4+1(6+2(1) =

    = (1/2)(3+4+2+2+7+7+1+0+6+2) = 2/2 = 1,

b3 = (1/2)(0(3+1(2+2(7+3(5+4(5+5(2+6(4+7(4+1(6+2(1) =

    = (1/2)(0+2+5+4+2+1+5+1+6+2) = 0/2 = 0.

Тобто одержуємо значення  b1 = 3,  b2 = 1, b3 = 0. Таким чином, у канал з кодера подається вектор  X  = 3103275524461.

Виправимо однократну помилку. Для цього припустимо, що вектор прийнятої кодової комбінації має вигляд Y  = X  ( E = = 3103275524411.
Декодування починаємо з обчислення перевірочного синдрому: 

 s1 = 23+0(1+0(0+2(3+2(2+2(7+2(5+2(5+2(2+2(4+2(4+2(1+ 

      +2(1 = 6+0+0+6+4+5+1+1+4+3+3+2+2 = 5,

 s2 = 0(3+2(1+0(0+1(3+2(2+3(7+4(5+5(5+6(2+7(4+0(4+1(1+            +2(1 = 0+2+0+3+4+2+2+7+7+1+0+1+2 = 7,

 s3 = 0(3+0(1+2(0+0(3+1(2+2(7+3(5+4(5+5(2+6(4+7(4+1(1+         +2(1 = 0+0+0+0+2+5+4+2+1+5+1+1+2 = 7, 

Тобто синдром є таким     S  =  
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Значення помилки, у відповідності  із  співвідношенням  ( 10.4 ):

e  =  s1(  – 1  = 5 ( 2 – 1  = 5 ( 5 =  7  ( оберненим до 2 числом є 5, оскільки із табл. 10.2  маємо  2 ( 5 = 1 ),  а локатор помилки, згідно із  ( 10.5 ):
[image: image672.wmf] 

L  =  S / e  =  
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Виконуючи упорядковане перебирання стовпців матриці Н і порівнюючи їх з локатором  L,  виявляємо по збігу, що було спотворено дванадцятий елемент у комбінації  Y,  значення якого  y
[image: image675.wmf]*
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 = 1. Для виправлення помилки до значення  y
[image: image676.wmf]*
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 = 1 прийнятої кодової комбінації додамо значення помилки е  =  7 і одержимо вірне значення: y12 = 1 ( 7 =  6 .  Після заміни спотвореного значення y
[image: image677.wmf]*
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 елемента на істинне, видаємо одержувачу повідомлення інформаційну частину виправленої кодової комбінації:  A  =  3275524461.

Задача  10.2.8

Закодувати кодом Ріда-Соломона, що виправляє дві помилки, комбінацію  Q (0, F )  =  [ B  B  9  F  1  1  1  1  2  2  2 ]  шістнадцяткового первинного коду довжиною  k = 11.

Розв’язання.  Для зручності у подальших обчисленнях запишемо комбінацію шістнадцяткового коду у вигляді 

Q (0, 15 ) = [ 11  11  9  15  1  1  1  1  2  2  2 ] ,

та  Q ( x ) = 11x10(11x9(9x8(15x7(x6(x5(x4(x3(2x2(2x(2 = = (  7 x 10 ( (  7 x 9 ( (  14 x 8 ( ( 12 x 7 ( x 6 ( x 5 ( x 4 ( x 3 ( ( x 2 ( (  x ( (.

Як випливає з умови задачі, потужність алфавіту коду  q = 16. Тоді РС-код може мати довжину  n = q – 1 = 16 – 1 = 15. Кількість перевірочних елементів   r = 2s = 2(2 = 4.
Твірний поліном  Р(х) коду  РС, що виправляє  s = 2  помилок, є добутком  r =  4  мінімальних поліномів ( 10.6 ) :

Р(х) = ( x – (  j ) ( x – (  j + 1 ) ( x – (  j + 2 ) ( x – (  j + 3 ) .

Приймаємо   j = 0 ;  тоді твірний поліном буде мати вигляд:

Р(х) = ( x – (  0 ) ( x – (  1 ) ( x – (  2 ) ( x – (  3 ) .

Скориставшись для виконання розрахунків табл. 10.1.3, одержимо:

P ( x ) = x 4 + 15 x 3 + 3 x 2 + x + 12 = x 4 ( (  12 x 3 ( (  4 x 2 ( x ( (  6.

Кодування первинної кодової комбінації  Q ( x )  виконуємо за одним з правил побудови циклічного коду:  F(x) =  x rQ(x)/P(x)(R(x): 

1)  x rQ ( x ) =  x 4 ( ( 7 x 10 ( ( 7 x 9 ( ( 14 x 8 ( ( 12 x 7 ( x 6 ( x 5 (  x 4 ( ( x 3 ( (  x 2 ( (  x ( ( )  =  ( 7 x 14 ( (  7 x 13 ( ( 14 x 12 ( ( 12 x 11 ( x 10 ( x 9 ( ( x 8 ( x 7 ( (  x 6 ( (  x 5 ( (  x 4 ;  

2)   ділення   x rQ ( x ) / P ( x )  =  ( ( 7 x 14 ( (  7 x 13 ( ( 14 x 12 (  ( ( 12 x 11 ( x 10 (  x 9 (  x 8 ( x 7 ( (  x 6 ( (  x 5 ( (  x 4) / ( x 4 ( (  12 x 3 (  ( (  4 x 2 ( x  ( (  6 )   дає  остачу R (x )  =  (  10 x 3 ( (  2 x 2 ( (  5 x  ( 1. 

3) F ( x ) = x rQ ( x )/P ( x ) ( R (x ) = ( 7 x 14 ((  7 x 13 (( 14 x 12 (( 12 x11 ( x 10( x 9 ( x 8 ( x 7 ( (  x 6 ( (  x 5 ( (  x 4 ((  10 x 3 ( ( 2 x 2 ( ( 5 x ( 1 =

= 11x14+11x13+9x12+15x11+x10+x9+x8+x7+2x6+2x5+2x4+7x3+4x2+6x+1.

Таким чином, кодова комбінація коду РС буде мати вигляд: 

F ( 0,15 )  =  [ 11  11  9  15  1  1  1  1  2  2  2  7  4  6  1 ] ,

або   F ( 0, F )  =  [ B  B  9  F  1  1  1  1  2  2  2  7  4  6  1 ] .

Задача  10.2.9

Закодувати вісімковим ітеративним кодом, що виправляє однократні помилки, інформаційну послідовність

2407435144670215.

Визначити надмірність коду та показати процес виправлення однократної помилки. 

Розв’язання. Для того, щоб ітеративний код виправляв однократні помилки, досить для кодування по стовпцям і рядкам використати код з перевіркою за  mod q, тобто у даному разі – за  mod 8. 

Запишемо задану інформаційну послідовність у вигляді матриці 4 ( 4 та закодуємо кожний стовпець та кожний рядок одержаної матриці кодом з перевіркою за  mod 8: 

	2
	4
	0
	7
	3

	4
	3
	5
	1
	3

	4
	4
	6
	7
	3

	0
	2
	1
	5
	0

	6
	3
	4
	4
	


Таким чином кодована послідовність вісімкового ітеративного коду буде мати вигляд:  240734351344673021506344. 

Надмірність коду   R  =  8 / 24.

Припустимо, що при передачі по каналу зв’язку у кодованій послідовності виникла одна помилка і до декодера надходить така послідовність: 240734351347673021506344. Для виявлення та виправлення помилки у декодері кодована послідовність, що надійшла з каналу, записується у вигляді матриці по 5 елементів у кожному рядку і виконується перевірка кожного рядка та кожного стовпця матриці за  mod 8:

	2
	4
	0
	7
	3
	0

	4
	3
	5
	1
	3
	0

	4
	7
	6
	7
	3
	5

	0
	2
	1
	5
	0
	0

	6
	3
	4
	4
	7
	0

	0
	5
	0
	0
	0
	


В результаті перевірки  бачимо, що для третього рядка та другого стовпця перевірка  не дає нульового результату. Це говорить про те, що на перетинанні третього рядка та другого стовпця знаходиться спотворений елемент.

Виправлення спотвореного елемента виконують таким чином. У зв’язку з тим, що не виконується перевірка для 3-го рядка і  2-го стовпця, елемент, що знаходиться на перетинанні   3-го  рядка  і  2-го стовпця, замінюють елементом, який є сумою за  mod 8 прийнятого ( помилкового ) елемента та перевірочного елемента  3-го рядка ( або  2-го стовпця ), який був одержаний у декодері, тобто  7 + 5 = 4 ( mod 8 ). Таким чином,  виправлена послідовність  на виході декодера  буде мати вигляд:   2407435144670215.
10.3. Задачі

10.3.1. Згідно з варіантом, поданим в таблиці 10.3.1, побудувати недвійкові первинні коди з алфавітом потужності q при заданій довжині коду n: на перестановки, на певне число розміщень, на певне число сполучень,  на всі сполучення та  змінно-якісний. 

          Таблиця 10.3.1

	№ варі-анта
	Потуж-ність алфавіту коду, q
	Довжина   недвійкового  коду,  n

	
	
	На перестановки
	На певне число розміщень
	На певне число сполучень
	На всі сполучення
	Змінно-якісний

	1
	3
	3
	3
	3
	3
	4

	2
	4
	4
	2
	2
	2
	3

	3
	4
	4
	3
	3
	3
	4

	4
	5
	5
	2
	2
	2
	3

	5
	5
	5
	3
	3
	3
	4

	6
	6
	6
	2
	2
	2
	3

	7
	6
	6
	3
	3
	3
	4

	8
	7
	7
	2
	2
	2
	3

	9
	8
	8
	2
	2
	2
	3

	10
	8
	8
	3
	3
	3
	4


10.3.2. Згідно з варіантом, поданим в таблиці 10.3.2, закодувати комбінацію  А  недвійкового коду на всі сполучення з алфавітом потужності  q  недвійковими кодами, що виявляють помилки: з пере-віркою за  mod q та з простим повторенням. Показати процес виявлення однократної помилки, визначити  та  порівняти надмірності цих кодів.
         Таблиця 10.3.2

	№  

варіанта
	Потужність  
алфавіту  коду,  q
	Комбінація первинного

коду,  A

	1
	4
	1032

	2
	5
	4310

	3
	6
	34512

	4
	7
	21563

	5
	8
	032745

	6
	9
	674831

	7
	10
	5479802

	8
	12
	479А0В1

	9
	14
	391А2С84

	10
	16
	D17А2EFВ


10.3.3.  Згідно з варіантом, поданим в таблиці 10.3.3, знайти максимальну кількість кодових комбінацій незвідного змінно-позиційного  коду без розділення алфавіту коду на групи, яку можна одержати для алфавіту коду потужності  q, при довжині коду  n  і  кіль-кості позицій у одному елементі  m. Записати всі одержані комбінації НЗЗПК. 

10.3.4.  Згідно з варіантом, поданим в таблиці 10.3.4, знайти кількість  N0  кодових комбінацій незвідного змінно-позиційного  коду з  розділенням алфавіту коду на  v  груп, яку можна одержати для алфавіту коду потужності  q, при довжині коду  n  і  кількості позицій у одному елементі  m. Визначити  N0 для для двох варіантів коду:            1 – позиції формуються з різних груп;  2 – позиції  формуються тільки з однієї ( за номером  відповідного елемента ) групи.. Записати всі одержані комбінації  НЗЗПК. 

          Таблиця 10.3.3

	№  

варіанта
	Потужність  
алфавіту  коду,  q
	Довжина коду,  n
	Кількість позицій у одному елементі, m

	1
	5
	2
	2

	2
	6
	3
	2

	3
	7
	3
	2

	4
	8
	2
	2

	5
	9
	2
	2


          Таблиця 10.3.4

	№  

варіанта
	Потужность алфавіту коду, q
	Кількість груп, v
	Довжина коду, n
	Кількість позицій у одному елементі, m

	1
	6
	2
	2
	2

	2
	6
	3
	3
	2

	3
	7
	2
	2
	2

	4
	8
	2
	2
	2

	5
	9
	3
	3
	2


10.3.5. Згідно з варіантом поданим в таблиці 10.3.5, закодувати недвійковим  кодом: з багатократним повторенням  комбінацію А первинного змінно-якісного коду  з алфавітом потужності q. Визначити надмірність одержаного коду та показати процес виправлення будь-якої  помилки кратності  s. 

10.3.6.  Згідно з варіантом поданим в таблиці 10.3.6, закодувати недвійковим кодом з простим повторенням та перевіркою за mod q комбінацію  А  первинного змінно-якісного коду  з алфавітом по-тужності  q. Визначити надмірність одержаного коду та показати процес виправлення будь-якої  однократної помилки. 
          Таблиця 10.3.5
	№

варіанта
	Потужность алфавіту коду, q
	Кратність

 помилки,  s
	Комбінація первинного  коду,  А

	1
	3
	2
	1012

	2
	4
	2
	0130

	3
	5
	2
	42301

	4
	7
	1
	20235436

	5
	8
	1
	32310167


         Таблиця 10.3.6
	№

варіанта
	Потужность алфавіту коду, q
	Комбінація первинного  коду,  А

	1
	3
	2012

	2
	4
	02131

	3
	6
	14510215

	4
	7
	012354362

	5
	8
	202310176


10.3.7. Згідно з варіантом, поданим в таблиці 10.3.7, закодувати узагальненим кодом Хеммінга (УКХ) з алфавітом потужності  q та ненульовою компонентою  (   кодову комбінацію первинного коду А. Показати процес виправлення однократної помилки.

10.3.8.  Згідно з варіантом, поданим в таблиці 10.3.8, закодувати кодом  Ріда-Соломона, що виправляє помилки кратності  s, комбінацію шістнадцяткового первинного коду  Q ( 0, F )  з  k  інформаційними елементами.

          Таблиця 10.3.7
	№

варіанта
	Потужность алфавіту коду, q
	Ненульова компонента, (
	Комбінація первинного  коду,  А

	1
	8
	2
	7501032

	2
	8
	3
	4741310

	3
	8
	4
	345021

	4
	8
	5
	21563

	5
	8
	6
	0327450145

	6
	8
	7
	5012674831

	7
	16
	1
	А0В5471

	8
	16
	2
	479А0В6

	9
	16
	4
	31А2СЕ

	10
	16
	1
	D13457А2EFВ


         Таблиця 10.3.8
	№

варіанта
	Потужность алфавіту коду,  q
	Кратність помилки,  s
	Кількість інформаційних елементів, k
	Комбінація первинного коду

Q ( 0, F )

	1
	16
	1
	11
	D3AB1221384

	2
	16
	1
	7
	F38D110

	3
	16
	1
	8
	1100EFAA

	4
	16
	1
	9
	CС5BAF301

	5
	16
	1
	10
	BB335711A0

	6
	16
	2
	11
	229ABB11244

	7
	16
	2
	8
	100215AF

	8
	16
	2
	9
	369АВ0206

	9
	16
	2
	10
	32745АС821

	10
	16
	3
	11
	AА0CС142670


10.3.9.  Згідно з варіантом, поданим в таблиці 10.3.9, закодувати недвійковим ітеративним кодом з алфавітом потужності  q, що виправляє однократні помилки, інформаційну послідовність  А. Визначити надмірність коду та показати процес виправлення однократної помилки.  

         Таблиця 10.3.9
	№

варіанта
	Потужность алфавіту коду, q
	Комбінація первинного коду  А

	1
	3
	1012010121021210

	2
	4
	0101231010212020

	3
	4
	103013201212

	4
	5
	0213042412403042

	5
	6
	0320102543202045

	6
	7
	6431010201234560

	7
	8
	5471020345010202

	8
	8
	7012023457603201

	9
	16
	391А2С840В1D

	10
	16
	479А0В1D17А2EFВ0


11. СТИСНЕННЯ ПОВІДОМЛЕНЬ ПРИ ПЕРЕДАЧІ ДАНИХ

11.1.  Теоретичні  положення

Стиснення повідомлень застосовується для прискорення передачі та обробки повідомлень,  зменшення витрат на обробку, зберігання та пошук інформації, а також  зменшення об’єму пам’яті ЕОМ . 

Під стисненням повідомлень будемо розуміти операцію, у результаті якої даному повідомленню ставиться у відповідність повідомлення меншої довжини. 

Для стиснення повідомлень при передачі даних використовують способи, які дозволяють повністю відновити початковий стан повідомлень або з частковою втратою інформації. Останні використовуються, головним чином, при цифровій обробці сигналів та зображень, тобто графічної інформації ( креслень, графіків, діаграм тощо ), і  тому розглядатися у цьому розділі не будуть. 

Різниця між способами стиснення повідомлень, які застосовуються при передачі даних,  та  способами ( архіваторами ), які використовуються при архівації повідомлень в ЕОМ,  полягає у тому, що при передачі даних оперують з інформаційними масивами  значно меншого обсягу ( від 32 біт  до 2 кбіт ),  а  при архівації – з великими масивами ( до 10 і більше кбайт ). Викликане це тим, що при передачі даних, як правило, вводяться жорсткі обмеження на час обробки ( затримки ) повідомлень  у  передавальному  та приймальному пристроях системи передачі даних.

Ефективність стиснення визначається коефіцієнтом стиснення K ст  =  N1/N2 ,  де  N1  та  N2 – відповідно кількість  бітів ( байтів ) у первинному і стисненому  масивах.

Способи стиснення повідомлень з повним відновленням їх початкового стану  можна розділити на: лінійні, матричні, комбіновані та каскадні. 

До лінійних способів стиснення належать способи, у яких стиснення виконується по рядках або стовпцях. Це способи:

–  з  використанням символу  ( ;

–  з  використанням символів  (  і  K ;

–  з  використанням символів  X, Y, Z ;

–  з  вилученням символів, що повторюються ;

–  кодовий ;

–  адаптивного кодування ; 

–  зонний.

Спосіб з використанням символу  (  полягає у тому, що замість вилучених розрядів масиву вводиться знак розділення ( , який дозволяє відокремити елементи у згорнутому масиві. При розгортанні замість знаку  (  поновлюються всі пропущені розряди, які були до елемента, що міститься безпосередньо за  (  у стисненому  масиві. Запис знаків, що стоять після ( , виконується з кінця рядка ( стовпця ). Використання цього способу буде ефективним у тому разі, коли інформаційний масив подається у вигляді рядків або стовпців, що розташовані у зростаючому порядку, має однакові значення елементів в одних і тих же розрядах ( що характерне для техніко-економічної інформації ).

Недоліком цього способу стиснення є неможливість його застосування до впорядкованих масивів, у яких розряди, що повторюються, зустрічаються не на початку рядків  ( стовпців ).

Спосіб  з  використанням  символів  (  та  K  полягає у тому, що замість вилучених розрядів масиву вводяться знак розділення ( , який дозволяє відокремити елементи у згорнутому масиві, та знак кінця рядка  ( стовпця ). У цьому разі  символом  (  позначається одне повторення елементів, яке може бути розташоване у будь-якому місці рядка ( стовпця ). Розгортання масиву ведеться від K до K. При фіксованій довжині рядка (стовпця) всі розряди, які містяться між K  разом з пропущеними розрядами,  повинні утворювати повний рядок ( стовпець ).

Спосіб  з  використанням  символів  X, Y, Z застосовується у разі наявності у рядку ( стовпці ) декількох ділянок, що повторюються. Спеціальні символи X, Y, Z, що вводяться, вказують на  число пропусків. При цьому необхідність у символі K, що визначає кінець рядка ( стовпця ),  відпадає.

Розгортання масивів виконується з їх початку або кінця, а заповнення відповідної кількості пропусків замість додаткових символів X, Y, Z  здійснюється переносом відповідної кількості символів, які розташовані на однойменних розрядах попереднього рядка  ( стовпця ).

Спосіб  з  вилученням  символів,  що  повторюються, застосовується при стисненні різного роду специфікацій, переліків однойменних товарів тощо. Стиснення виконується за допомогою введення двох додаткових символів, один з яких вказує на повторення, а другий – на кількість повторень ( кількість літер або цифр, що повторюються, у десятковій системі числення ). Відновлення даних при розгортанні виконується зверху вниз і справа наліво.

Кодовий  спосіб грунтується на переході від однієї системи числення ( наприклад, двійкової ) до іншої ( наприклад, четвіркової, вісімкової тощо ), яка б давала виграш у кількості елементів у повідомленні.

Спосіб  з  використанням  адаптивного  кодування використовується, головним чином, при стисненні повідомлень статистичного характеру, які містять як текстову частину, так і цифрові дані. За цим способом всі повідомлення за допомогою аналізатора інформації поділяються на категорії, якими визначається різна цінність пові-домлень і з якою достовірністю її дозволяється передавати. Тоді, за-мість використання тільки одного коду заданої довжини для кодування всіх повідомлень, який би забезпечив однакову  достовірність передачі всіх повідомлень, застосовуються  декілька  кодів різної довжини з відповідною спроможністю виявляти та виправляти помилки. Це дає змогу зменшити середню довжину кодових комбінацій  n сер, якими кодуються окремі знаки повідомлень різної категорії. Якщо позначити: N1, N2, N3 – кількість знаків ( кодових комбінацій ) у повідомленнях, відповідно, першої, другої та третьої категорій; N  = N1+N2+N3 – загальна кількість знаків ( кодових комбінацій ) у повідомленнях всіх категорій; n1, n2, n3 – довжина кодових комбінацій, якими кодуються знаки повідомлень, відповідно, першої, другої та третьої категорій, тоді

	 n cep=
	N1n1+N2n2+N3n3
	

	
	N
	.


Зонний спосіб стиснення застосовується при  передачі пові-домлень з обмеженим числом знаків у них, наприклад, телеграфних. Це дає змогу замість передачі  128 або 256  знаків довжиною у 1 байт обмежитися передачею  48...64  знаків довжиною  у  1/2  байта. Це стає можливим, якщо з 16 двійкових тетрад ( чотирибітових ком-бінацій ), наприклад, 12 виділити на передачу знаків повідомлень, а  решту  з  4 комбінацій  –  на позначення зон, в яких розташовані відпо-відні знаки. Як правило, у кодовому слові вторинного алфавіту перші 4 розряди будуть становити зону, а 4 інші – знак. Кількість комбінацій вторинного алфавіту у даному разі буде   N  =  4 ( 12 = 48. 

Для виконання зонного стиснення повідомлень потрібно знаки ( літери і цифри )  вторинного алфавіту розбити на зони, по 12 у кож-ній зоні. При цьому, якщо у тексті зустрічаються поряд знаки, які належать до однієї зони,  її номер вказується тільки перед першим знаком, а запис наступних знаків обмежується записом їх знаковою частиною.

Для того, щоб знаки, які мають однакові зони, утворювали більш довгі послідовності при створенні кодових слів, у вторинному алфавіті необхідно враховувати статистичні характеристики алфавіту, з якого утворюються повідомлення. Бажано також врахувати і ймовірності різних сполучень деяких літер. Ефективність розбивки на зони визначається  за допомогою коефіцієнту стиснення   K ст = N1 / N2 ,  де N1  та  N2 –  відповідно кількість байтів у первинному і стисненому масивах.  У  таблиці 11.1  наведений один з прикладів розбивки знаків вторинного алфавіту на зони ( у дужках  поданий запис двійкових тетрад у шістнадцятковій  системі  числення ).







         Таблиця 11.1

	Код

знака
	Код  зони

	
	1100(С)
	1101(D)
	1110(E)
	1111(F)

	0000(0)
	Пробіл
	М
	Ф
	-

	0001(1)
	О
	П
	Ш
	1

	0010(2)
	Е
	Є
	Щ
	2

	0011(3)
	А
	З
	Ц
	3

	0100(4)
	Р
	К
	Ч
	4

	0101(5)
	Л
	Д
	Ж
	5

	0110(6)
	Т
	Я
	Х
	6

	0111(7)
	Н
	У
	Ю
	7

	1000(8)
	В
	Ь
	,
	8

	1001(9)
	І
	Б
	.
	9

	1010(А)
	И
	Й
	:
	!

	1011(В)
	С
	Г
	;
	?


До  матричних  способів  стиснення  належать способи, у яких стиснення елементів інформаційного масиву виконується з використанням матричного принципу заміни елементів, що повторюються.  Це способи: зі зберіганням атрибутів у вигляді бітової матриці  та  із заміною елементів, що повторюються, типовими матрицями.

Спосіб  зі  зберіганням  атрибутів  у  вигляді  бітової  матриці грунтується на скінченому числі атрибутів, які виносяться у першу частині ( шапку ) матриці, тіло якої є набір двійкових елементів, що позначають за допомогою “1” – наявність, а за допомогою ”0” – від-сутність атрибута. Шапка бітової матриці  і  її тіло можуть зберігатися на різних  ділянках  пам’яті  ЕОМ.

Спосіб з заміною елементів, що повторюються, типовими матрицями грунтується на заміні елементів, що повторюються на деякій визначеній площі інформаційного масиву, одиночними елементами, які несуть ознаки цих ділянок масиву. Ці одиночні елементи відповідають деяким типовим  матрицям певних розмірів, які визначаються заздалегідь для даного  інформаційного масиву  і  відомі  передавальному  і  приймальному  пристроям.


Комбіновані способи стиснення поєднують у собі одночасне використання  для стиснення інформаційного масиву двох чи більше лінійних  або / та   матричних  способів. 

З комбінованих способів найбільше поширення набув  лінійно-матричний  спосіб  стиснення,  в якому виконується одночасне стиснення інформаційного масиву лінійним способом з використанням символів  X, Y, Z  та матричним способом з заміною елементів, що повторюються, типовими матрицями.

До каскадних способів стиснення належать способи, у яких стиснення інформаційного масиву виконується послідовно, з використанням  декількох  ( лінійних  та / або  матричних ) способів стиснення. З цих способів найбільше поширення набув зонно-кодовий спосіб стиснення, коли послідовно виконується спершу зонне, а потім  –  кодове стиснення.

Використання комбінованих та каскадних способів дає можливість значно підвищити коефіцієнт стиснення, але при цьому, звичайно, збільшується час обробки інформаційного масиву як при згортанні  ( стисненні ) – у передавальному, так і при розгортанні – у приймальному  пристроях. 

11.2.   Приклади  розв’язання  задач
Задача  11.2.1

Стиснути лінійними способами з використанням символу  (  та  з  використанням символів   X, Y, Z   інформаційний масив: 

10011000

10011011

10011010

10011110

 10011110.

Порівняти ефективність стиснення  цими способами. 

Розв’язання. Стиснутий інформаційний масив буде мати  вигляд:  

–  при стисненні способом з використанням символу  (: 

10011000

(11(0(11

0(
    ,

коефіцієнт стиснення:    K ст.1 =  40 / 18  =  2,2(2);
–  при стисненні  способом з використанням символів X, Y, Z, коли    Х = 2, Y = 3, Z = 5 :      10011000

YY11ZX0Z
1XZY     ,
коефіцієнт стиснення:  K ст.2 =  40 / 20  = 2 .

Ефективність стиснення для вказаного інформаційного масиву вища при використанні першого способу:  K ст.1  (  K ст.2 .

Задача  11.2.2

Стиснути лінійними способами  з використанням символів  (   і  K  та з використанням символів X, Y, Z  інформаційний масив:                  00011001

10011011

10010011

00010010

 00010010.
Порівняти ефективність стиснення  цими способами. 

Розв’язання. Стиснутий інформаційний масив буде мати  вигляд:  

–  при стисненні способом з використанням символів  (  та  K :  

00011001

K1(11K(0

011K0(0K
(K        ,

коефіцієнт стиснення:  K ст.1 =  40 / 26  =  1,538 ;

–  при стисненні  способом  з  використанням символів X, Y, Z, коли   Х = 2, Y = 3, Z = 5:

00011001

1Z1Z0Y0Y
Y0ZY     ,

коефіцієнт  стиснення:    K ст.2 =  40 / 20  =  2 .

Ефективність стиснення для вказаного інформаційного масиву вища при використанні другого способу:   K ст.2 ( K ст.1 . 

Задача  11.2.3
Визначити ефективність стиснення способом з використанням адаптивного кодування  масиву статистичної інформації загальним обсягом  N = 1000 знаків, який містить: повідомлення першої категорії  ( цифрові  повідомлення від 1000 і вище )  обсягом  N1= 100 знаків, для яких при передачі  було б гарантоване виправлення двох помилок;  повідомлення другої категорії ( цифрові повідомлення від одиниць до 999 )  обсягом  N2 = 200 знаків, для яких при передачі  було б гарантоване виправлення однієї помилки; повідомлення третьої категорії ( текстові повідомлення ) обсягом N3 = 700 знаків, для яких при передачі  було б гарантоване виявлення однієї помилки. Кожний знак кодується первинним  семиелементним  ( k = 7 )  кодом.
Розв’язання.   Вибираємо коди для кодування повідомлень:

першої  категорії – код  БЧХ з кодовою відстанню d min = 5, який дозволяє виправити дві помилки. Параметри коду: k = 7, r = 8, n1 =  k + r  =  7 + 8  =  15;

другої категорії – код Хеммінга з кодовою відстанню d min = 3, який дозволяє виправити одну помилку. Параметри коду: k = 7, r = 4, n 2  =  k + r  =  7 + 4  = 11;

третьої категорії – код з перевіркою на парність з кодовою відстанню d min = 2, який дозволяє виявити одну помилку. Параметри коду:  k = 7,  r = 1,  n 3  =  k + r  =  7 + 1  =  8.

Визначимо середню довжину кодової комбінації:

	 n cep=
	N1n1+N2n2+N3n3
	=
	100(15 + 200(11+ 700(8
	=
	9,3.

	
	N
	
	1000
	
	


Коефіцієнт стиснення визначаємо з урахуванням того, що без використання способу стиснення за допомогою адаптивного кодування, всі повідомлення треба було б кодувати тільки кодом БЧХ довжиною  n1 = 15 елементів.  Тоді  Kст = 15 / 9,3 = 1,613.

Задача  11.2.4
Розгорнути  інформаційний масив:

10100001

XX1Y01Z0

 1Z11X0Z ,

якщо він був стиснутий лінійним способом  з використанням символів X, Y, Z , при  X = 2, Y = 3, Z = 5. Визначити коефіцієнт стиснення.

Розв’язання.  Розгортання згорнутого масиву виконуємо з першого рядка, який переписуємо без змін, а потім робимо пропуски у розрядах наступних рядків згідно з  заданими значеннями символів X, Y, Z:




1 0 1 0 0 0 0 1

10100001
 .  .  .  . 1  .  .  .

10101001

0 1  .  .  .  .  .  0
(
01101000

1  .  .  .  .  . 1  1

11101011

 .  . 0  .  .  .  .   .

11001011.

Коефіцієнт  стиснення   K ст =  40 / 23  =  1,739.
Задача  11.2.5

Стиснути лінійним зонним та каскадним зонно-кодовим способами  такий текст: «Україна здобула державну незалежність у 1991 році.». Порівняти ефективність стиснення цими способами. 

Розв’язання. Для стиснення за цими способами необхідно побудувати  таблицю розбивки алфавіту на зони. Для цього використаємо табл.11.1. Тоді стиснутий  текст буде мати вигляд: 

при лінійному зонному способі стиснення: 1101 0111 0100 1100 0100 0011 1001 0111 0011 0000 1101 0011 0101 1100 0001 1101 1001 0111 1100 0101 0011 0000 1101 0101 1100 0010 0100 1110  0101 1100  0011 1000 0111 1101 0111 1100 0000 0111 0010 1101 0011 1100  0011 0101 0010 1110 0101 1100 0111 1001 1011 0110 1101 1000 1100 0000 1101 0111 1100 0000 1111 0001 1001 1001 0001 1100 0000 0100 0001 1110 0011 1100 1001  1110 1001 ;

коефіцієнт  стиснення  K ст.1 = ( 50 ( 8 ) / ( 75 ( 4 ) = 1,3(3);
при каскадному зонно-кодовому стисненні:  D74C439730D35 C1D97C530D5C24E5C387D7C072D3C352E5C79B6D8C0D7C0F1991C041E3C9E9;
коефіцієнт стиснення  K ст.2 = ( 50 ( 8 ) / 75 = 5,3(3).
Ефективність стиснення для вказаного інформаційного масиву вища при використанні другого способу вища:  K ст.2 ( K ст.1  .

Задача  11.2.6

Стиснути 
 лінійним  кодовим способом при q = 4 та матричним способом з заміною елементів, що повторюються, типовими матрицями інформаційний масив:

00011001
10011001

00010001

10010010

00010010

 10010010.

Порівняти ефективність стиснення  цими способами. 

Розв’язання. Стиснутий інформаційний масив буде мати  вигляд:  

при стисненні лінійним кодовим способом  з  q = 4 : 

0121

2121

0101

2102

0102

 2102,

коефіцієнт стиснення:   K ст.1 =  48 / 24  =  2 ;

при стисненні матричним способом з заміною елементів, що повторюються, типовими матрицями, якщо типові матриці  L  та  M  мають розміри  –  L = 3 ( 2,  M = 4 ( 3:

00011001

1L1L001M
 0100L1
;

коефіцієнт  стиснення:   K ст.2 =  48 / 22 =  2,181.

Ефективність стиснення для вказаного інформаційного масиву вища при використанні другого способу:   K ст.2 ( K ст.1 .

11.3.   Задачі

11.3.1.   Згідно з варіантами,  поданими  в таблиці 11.3.1, стиснути лінійними  способами:  з використанням символу (; з використанням символів (  і  K ; з використанням символів X, Y, Z ( X = 2, Y = 3, Z = 5 ) ; кодовими  з  q = 4 та q = 16  інформаційний масив А. Показати процес розгортання стиснутого інформаційного масиву. Визначити коефіцієнт стиснення  та  порівняти ефективність стиснення  цими способами. 

Таблиця 11.3.1

	№

варіанта
	Інформаційний  масив  А
	№

варіанта
	Інформаційний  масив  А

	1
	11010001

11010001

11010100

11010101

11010110
	6
	01011000

01010011

01011010

01011010

01011000

	2
	10111001

10111001

10111100

10111101

10111010
	7
	00011001

10011001

00010001

10010010

00010010

10010010

	3
	01011000

01011001

10011011

00010011

10010010

00010010
	8
	00011001

10011001

00010001

10011001

10011001

10011001

	4
	01011000

10011001

10011011

01011010

11010010

01010000
	9
	000110011001

100110011001

001000110101

011011100111

100110111001

100110111001

	5
	10011000

00011011

01011010

01111110

11111111.

11011011
	10
	00011001

10001001

10010001

10010011

00010011

10010011


11.3.2. Згідно з варіантами,  поданими  в таблиці 11.3.2, визначити ефективність стиснення способом з використанням адаптивного кодування  масиву статистичної інформації загальним обсягом N знаків, який містить: повідомлення першої категорії ( цифрові  повідомлення від 1000 і вище ) обсягом  N1  знаків, для яких при передачі  було б га-рантоване виправлення трьох помилок;  повідомлення другої категорії ( цифрові повідомлення від одиниць до 999 )  обсягом N2  знаків, для яких при передачі  було б гарантоване виправлення двох помилок; повідомлення третьої категорії ( текстові повідомлення ) обсягом N3 знаків, для яких при передачі  було б гарантоване виправлення однієї помилки. Кожний знак кодується двійковим  первинним  k-кодом.

         Таблиця 11.3.2

	№

варіанта
	Масив статистичної  інформації
	Довжина первинного коду,  k

	
	N
	N1
	N2
	N3
	

	1
	1500
	200
	300
	1000
	8

	2
	2500
	300
	700
	1500
	8

	3
	3500
	500
	1000
	2000
	7

	4
	7000
	1000
	2000
	4000
	7

	5
	10000
	2000
	3000
	7000
	7


11.3.3.  Згідно з варіантами,  поданими  в таблиці 11.3.3, стиснути  матричним способом з заміною елементів, що повторюються, типовими матрицями та комбінованим лінійно-матричним способом інфор-маційний масив А. Показати процес розгортання стиснутого масиву. Визначити  коефіцієнт стиснення  та  порівняти ефективність стиснення  цими способами.

        Таблиця  11.3.3

	№

варіанта
	Інформаційний

масив   А
	№

варіанта
	Інформаційний

масив   А

	1
	11010001

11010001

11010100

11010101

11010110
	6
	01011000

01010011

01011010

01011010

01011000

	2
	10111001

10111001

10111100

10111101

10111010
	7
	00011001

10011001

00010001

10010010

00010010

10010010

	3
	01011000

01011001

10011011

00010011

10010010

00010010
	8
	00011001

10011001

00010001

10011001

10011001

10011001

	4
	000110011001

100110011001

000100011001

100110111001

100110111001

100110111001
	9
	000110011001

100110011001

001000110101

011011100111

100110111001

100110111001

	5
	10011000

00011011

01011010

01111110

11111111

11011011
	10
	00011001

10001001

10010001

10010011

00010011

10010011


11.3.4.  Згідно з варіантами,  поданими  в таблиці 11.3.4, стиснути лінійним зонним та каскадним зонно-кодовим способами заданий текст. Визначити коефіцієнт стиснення та  порівняти ефективність стиснення  цими способами. При стисненні  користуватися таблицею  11.1.

       Таблиця  11.3.4

	№

варіанта
	Текст

	1
	Вперше людина побувала у космосі у 1961 році.

	2
	Стиснення повідомлень використовується для прискорення процесів обробки та пошуку інформації.

	3
	Сучасні електронно-обчислювальні машини побудовані на дискретних елементах.

	4
	Мультиплікативні завади, які діють у радіоканалах, впливають на якість прийому сигналів.

	5
	9.03.1814 року народився Тарас Григорович Шевченко.


12. КАНАЛЬНІ КОДИ 

12.1.  Теоретичні  положення

Канальні  ( лінійні, сигнальні )  коди використовуються  у цифрових системах передачі для вторинного кодування повідомлень при їх передачі по лініях ( каналах ) зв’язку. Необхідність у цьому виникає, головним чином, при передачі повідомлень  постійним струмом по проводовим лініям з метою збільшення завадостійкості передачі, а також полегшення одержання з інформаційного потоку, що передається, сигналів синхронізації для стабільної і синхронної роботи передавального  і  приймального  пристроїв системи передачі даних.

Більш поширена назва цих  кодів – “лінійні”, що відповідає їх призначенню: вторинне кодування при передачі повідомлень по лініях зв’язку. Однак, з огляду на те, що у теорії  кодування дуже часто зустрічається математичний термін ”лінійний код”, у відношенні до деяких кодів ( наприклад, лінійний систематичний код тощо ), у даній роботі використовується інша назва кодів цього класу – канальні коди.

Загалом канальних кодів налічується багато.  Але на практиці застосовуються тільки деякі з них: СНDB ( сумісний біполярний код з високою щільністю ) або дуобінарний, квазітрійковий, модифікований дуобінарний,  Манчестер - 2,  4B3T (MS43) та 3В2Т.
У коді СНDB ( дуобінарний код ) “0” двійкової інформаційної послідовності передається паузою, а  “1” – імпульсами позитивної та від’ємної  полярності, зі зміною полярностей у кожному наступному імпульсі у порівнянні з попереднім. Таке кодування дає можливість звузити спектр імпульсної послідовності, яка передається.

При передачі елементів інформаційної послідовності  за допомогою  квазітрійкового коду використовуються   прямокутні імпульси більш короткої довжини у порівнянні з дуобінарним. Завдяки цьому можна підвищити завадостійкість передачі  за рахунок зменшення перехідних процесів між окремими імпульсами, тобто дається можливість перехідному процесу затухнути  до приходу нового імпульсу.

Головним недоліком дуобінарного та квазітрійкового кодувань є можливість втрати сигналу синхронізації, який одержують у декодері з інформаційної послідовності, що надходить до приймального пристрою.Таке можливе при  появі довгих серій з одних нулів. Щоб зберегти синхронізацію вдаються до скремблювання.

У коді  Манчестер - 2 елементи інформаційної послідовності кодуються: “0” – додатним  перепадом з нуля до одиниці ( 0 ( 1 ), а  “1” –  від’ємним перепадом  з одиниці до нуля  ( 1 ( 0 ). Перепади сигналів виконуються у тактових точках, тобто посередині тактового ( бітового ) інтервалу.

Використання для передачі коду Манчестер - 2  дає такі переваги: постійна складова у лінії зв’язку дорівнює нулю; забезпечується виділення сигналу синхронізації з послідовності імпульсів, які надходять до приймального пристрою.

Модифікований дуобінарний код  відрізняється від дуобінарного введенням декількох додаткових умов:

всі одиниці інформаційної послідовності розбиваються на пари і послідовно нумеруються  в парах як 1-ша  та  2-га;   

кожна пачка одиниць кодується таким чином, щоб у серії послідовно розташованих одиниць з однаковими номерами сусідні завжди мали різну полярність;

полярність першої одиниці у кожній пачці залежить від кількості нулів, що відділяють цю пачку від попередньої; а саме, якщо ця кількість непарна, то перша одиниця у пачці має полярність, протилежну полярності останньої одиниці попередньої пачки одиниць, якщо ж кількість нулів між пачками парна – полярність першого імпульсу  співпадає з полярністю останнього імпульсу попередньої пачки одиниць.

Така побудова коду підвищує завадостійкість передачі інформаційної послідовності за рахунок можливості виявлення помилок при невиконанні згаданих вище умов.

У коді  4В3Т ( табл.12.1 ) чотирьом двійковим елементам інформаційної послідовності ставляться у відповідність три  елементи  трійкового коду, де “0” передається  паузою, “1” – імпульсом від’ємної полярності, а  “2” – імпульсом додатної полярності. Це дає можливість зменшити загальну довжину кодованої інформаційної послідовності, тобто зменшити час на  передачу цієї послідовності.

Таблиця 12.1

	Двійкові 
комбінації
	Трійкові комбінації алфавітів

	
	R1
	R2
	R3

	0010
	+ + +
	( + (
	( + (

	0001
	+ + 0
	0 0 (
	0 0 (

	0000
	+ 0 +
	0 ( 0
	0 ( 0

	0100
	0 + +
	( 0 0
	( 0 0

	1000
	+ ( +
	+ ( +
	( ( (

	0011
	0 ( +
	0 ( +
	0 ( +

	0101
	( 0 +
	( 0 +
	( 0 +

	1001
	0 0 +
	0 0 +
	( ( 0

	1010
	0 + 0
	0 + 0
	( 0 (

	1100
	+ 0 0
	+ 0 0
	0 ( (

	0110
	( + 0
	( + 0
	( + 0

	1110
	+ ( 0
	+ ( 0
	+ ( 0

	1101
	+ 0 (
	+ 0 (
	+ 0 (

	1011
	0 + (
	0 + (
	0 + (

	0111
	( + +
	( + +
	( ( +

	1111
	+ + (
	+ ( (
	+ ( (


Існує три варіанти такого коду: R1, R2 та  R3. Вибір варіанта залежить від переваги в лінії зв’язку помилок визначеної полярності. Так, наприклад, для симетричних каналів, у яких спотворення імпульсів від’ємної і додатної полярностей однакові, вибирається код 4В3Т(R2);  для каналів, де переважають спотворення від’ємних імпульсів, –  код 4В3Т(R1), а для каналів, де переважають спотворення додатних імпульсів  –  4В3Т(R3).
У коді  3В2Т [4,10,14] ( табл.12.2 ) трьом двійковим елементам     інформаційної послідовності ставляться у відповідність два  елементи  трійкового коду,  де “0” передається  паузою, “1” – імпульсом від’ємної полярності, а “2” – імпульсом додатної полярності. Це дає можливість, як і в коді 4В3Т, зменшити загальну довжину кодованої інформаційної послідовності, тобто зменшити час на  передачу цієї послідовності. 

Таблиця  12.2

	Двійкові комбінації
	Трійкові комбінації

	000
	0  +

	001
	0  (

	010
	+  0

	011
	(  0

	100
	+  +

	101
	(  (

	110
	(   +

	111
	+  (


12.2.  Приклади  розв’язання  задач
Задача  12.2.1

Закодувати канальними кодами: дуобінарним (СНDB), квазітрійковим та  Манчестер - 2  послідовність   0011100111101.
Розв’язання.  Згідно з теоретичними відомостями, викладеними в  розд. 12.1,  виконуємо кодування канальними кодами: дуобінарним,  квазітрійковим та Манчестер - 2. Результат кодування розміщуємо на рис.12.1, де на графіках зображено: а – тактові імпульси; б – двійкова інформаційна послідовність,  яка  подана  у  бінарному коді;  в – інфор-


а)                                                                                               t
         0     0     1     1     1    0     0     1     1     1     1     0     1

б)                                                                                               t 


в)                                                                                               t


г)                                                                                                t



д)                                                                                                t  


    Рис. 12.1. Приклад кодування канальними кодами:

            дуобінарним, квазітрійковим та  Манчестер - 2

маційна послідовність, закодована дуобінарним кодом; г – інформаційна послідовність,  закодована квазітрійковим кодом;  д – інформаційна послідовність,  закодована  кодом  Манчестер - 2.

Задача  12.2.2

Закодувати дуобінарним (СНDB) та  модифікованим дуобінарним канальними кодами двійкову інформаційну послідовність 0111100111010 .

Розв’язання. Згідно з теоретичними відомостями, викладеними в  розд. 12.1, виконуємо кодування канальними кодами: дуобінарним та модифікованим дуобінарним. Результат кодування розміщуємо на рис.12.2,  де на графіках зображено:  а – тактові імпульси; б – двійкова інформаційна послідовність, яка подана у бінарному коді; в – інформаційна послідовність, закодована дуобінарним кодом;  г – інформаційна послідовність, закодована модифікованим дуобінарним  кодом.


а)                                                                                                t
        0    1     1     1     1     0     0     1     1     1    0     1     0


б)                                                                                                t


в)                                                                                                t
              1     2     1     2                  1    2     1            2


г)                                                                                                 t

       Рис. 12.2.  Приклад  кодування  дуобінарним  та                модифікованим дуобінарним канальними кодами 

Задача  12.2.3

Закодувати канальними кодами  4В3Т(R1)  та  3В2Т двійкову інформаційну  послідовність  011110001101.

Розв’язання. Згідно з теоретичними відомостями, викладеними в  розд. 12.1, виконуємо кодування канальним кодом  4В3Т(R1) та кодом  3В2Т. Результат кодування розміщуємо на рис.12.3, де на графіках зображено: а – тактові імпульси; б – двійкова інформаційна послідовність , яка подана у бінарному коді; в – інформаційна послідовність, закодована  кодом 4В3Т(R1); г – інформаційна  послідовність, закодована  кодом  3В2Т.

а)                                                                                                t   

  0     1     1     1     1     0     0     0    1     1     0    1


б)                                                                                                t


в)                                                                                                t
       0 1 1 1         1 0 0 0          1 1 0 1


г)                                                                                                 t
   0 1 1     1 1 0      0 0 1     1 0 1

Рис. 12.3. Приклад  кодування канальними кодами

4В3Т(R1)  та  3В2Т
12.3.  Задачі

12.3.1.  Згідно з варіантами,  поданими  в таблиці 12.3.1, закодувати  двійкову  інформаційну  послідовність  А  канальними кодами: дуобінарним  (СНDB),  квазітрійковим  та  4В3Т(R1).
Таблиця  12.3.1

	№   варіанта
	Двійкова  інформаційна  послідовність  А

	1
	10001111011011

	2
	011110011011001

	3
	1011101011101011

	4
	0011011100111101

	5
	0001100111101011

	6
	011100111100110

	7
	11011100111101

	8
	10011110110011111

	9
	011011101111011

	10
	110111001111011


12.3.2.  Згідно з  варіантами,  поданими  в таблиці 12.3.2, закодувати  двійкову  інформаційну  послідовність  А  канальними кодами:  Манчестер - 2,  модифікованим  дуобінарним   та   4В3Т(R2).

Таблиця  12.3.2

	№  варіанта
	Двійкова  інформаційна  послідовність А

	1
	10001111011011

	2
	011110011011001

	3
	1011101011101011

	4
	0011011100111101

	5
	0001100111101011

	6
	011100111100110

	7
	11011100111101

	8
	10011110110011111

	9
	011011101111011

	10
	110111001111011


12.3.3.  Згідно з  варіантами,  поданими  в таблиці  12.3.3, закодувати двійкову інформаційну послідовність  А  канальними кодами: квазітрійковим,   4В3Т(R3)  та  3В2Т.
  Таблиця  12.3.3
	№  варіанта
	Двійкова  інформаційна  послідовність  А

	1
	001101011100011010000101

	2
	111100001110001010111100

	3
	001101100011010100011011

	4
	011101011011000110111010

	5
	101000010111110111101010

	6
	110000110001101011100111

	7
	001100111011011100111101

	8
	100111100011010011001111

	9
	011011101100001101010101

	10
	110110100101000011110011
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ДОДАТКИ

Додаток  А.  Двійкові логарифми цілих чисел
	x         
	log 2  x
	x        
	log 2  x
	x
	log 2  x
	x
	log 2  x

	1
	0,000
	35
	5,129
	69
	6,109
	103
	6,687

	2
	1,000
	36
	5,170
	70
	6,129
	104
	6,700

	3
	1,585
	37
	5,209
	71
	6,150
	105
	6,714

	4
	2,000
	38
	5,248
	72
	6,170
	106
	6,728

	5
	2,322
	39
	5,285
	73
	6,190
	107
	6,741

	6
	2,585
	40
	5,322
	74
	6,209
	108
	6,755

	7
	2,807
	41
	5,358
	75
	6,229
	109
	6,768

	8
	3,000
	42
	5,392
	76
	6,248
	110
	6,781

	9
	3,170
	43
	5,426
	77
	6,267
	111
	6,794

	10
	3,332
	44
	5,459
	78
	6,285
	112
	6,807

	11
	3,459
	45
	5,492
	79
	6,304
	113
	6,820

	12
	3,585
	46
	5,524
	80
	6,322
	114
	6,833

	13
	3,700
	47
	5,555
	81
	6,340
	115
	6,845

	14
	3,807
	48
	5,585
	82
	6,358
	116
	6,858

	15
	3,907
	49
	5,615
	83
	6,375
	117
	6,870

	16
	4,000
	50
	5,644
	84
	6,392
	118
	6,883

	17
	4,087
	51
	5,672
	85
	6,409
	119
	6,895

	18
	4,170
	52
	5,700
	86
	6,426
	120
	6,907

	19
	4,248
	53
	5,728
	87
	6,443
	121
	6,919

	20
	4,322
	54
	5,755
	88
	6,459
	122
	6,931

	21
	4,392
	55
	5,781
	89
	6,476
	125
	6,966

	22
	4,459
	56
	5,807
	90
	6,492
	128
	7,000

	23
	4,524
	57
	5,833
	91
	6,508
	200
	7,644

	24
	4,585
	58
	5,858
	92
	6,524
	256
	8,000

	25
	4,644
	59
	5,883
	93
	6,539
	300
	8,229

	26
	4,700
	60
	5,907
	94
	6,555
	400
	8,644

	27
	4,755
	61
	5,931
	95
	6,570
	500
	8,966

	28
	4,807
	62
	5,951
	96
	6,585
	512
	9,000

	29
	4,858
	63
	5,977
	97
	6,600
	600
	9,229

	30
	4,907
	64
	6,000
	98
	6,615
	700
	9,451

	31
	4,954
	65
	6,022
	99
	6,629
	800
	9,644

	32
	5,000
	66
	6,044
	100
	6,644
	900
	9,814

	33
	5,044
	67
	6,066
	101
	6,658
	1000
	9,965

	34
	5,087
	68
	6,087
	102
	6,672
	10000
	13,288


Додаток  Б.  Таблиця значень функції    – p log 2 p
	p
	-p log2 p
	p
	-p log2 p
	p
	-p log2 p

	0,001
	0,0099
	0,270
	0,5100
	0,640
	0,4121

	0,005
	0,0382
	0,280
	0,5142
	0,650
	0,4040

	0,010
	0,0664
	0,290
	0,5179
	0,660
	0,3957

	0,015
	0,0909
	0,300
	0,5211
	0,670
	0,3871

	0,020
	0,1129
	0,310
	0,5228
	0,680
	0,3784

	0,025
	0,1330
	0,320
	0,5260
	0,690
	0,3694

	0,030
	0,1518
	0,330
	0,5378
	0,700
	0,3602

	0,035
	0,1693
	0,340
	0,5292
	0,710
	0,3508

	0,040
	0,1858
	0,350
	0,5301
	0,720
	0,3412

	0,045
	0,2013
	0,360
	0,5306
	0,730
	0,3314

	0,050
	0,2161
	0,370
	0,5307
	0,740
	0,3215

	0,055
	0,2301
	0,380
	0,5304
	0,750
	0,3113

	0,060
	0,2435
	0,390
	0,5298
	0,760
	0,3009

	0,065
	0,2563
	0,400
	0,5288
	0,770
	0,2903

	0,070
	0,2686
	0,410
	0,5274
	0,780
	0,2796

	0,075
	0,2803
	0,420
	0,5256
	0,790
	0,2687

	0,080
	0,2915
	0,430
	0,5236
	0,800
	0,2575

	0,085
	0,3023
	0,440
	0,5211
	0,810
	0,2462

	0,090
	0,3127
	0,450
	0,5184
	0,820
	0,2348

	0,095
	0,3226
	0,460
	0,5153
	0,830
	0,2231

	0,100
	0,3322
	0,470
	0,5120
	0,840
	0,2113

	0,110
	0,3503
	0,480
	0,5083
	0,850
	0,1993

	0,120
	0,3671
	0,490
	0,5043
	0,860
	0,1871

	0,130
	0,3826
	0,500
	0,500
	0,870
	0,1748

	0,140
	0,3971
	0,510
	0,4954
	0,880
	0,1623

	0,150
	0,4105
	0,520
	0,4906
	0,890
	0,1496

	0,160
	0,4230
	0,530
	0,4854
	0,900
	0,1368

	0,170
	0,4346
	0,540
	0,4800
	0,910
	0,1238

	0,180
	0,4453
	0,550
	0,4744
	0,920
	0,1107

	0,190
	0,4552
	0,560
	0,4684
	0,930
	0,0974

	0,200
	0,4644
	0,570
	0,4623
	0,940
	0,0839

	0,210
	0,4728
	0,580
	0,4558
	0,950
	0,0703

	0,220
	0,4806
	0,590
	0,4491
	0,960
	0,0565

	0,230
	0,4877
	0,600
	0,4422
	0,970
	0,0426

	0,240
	0,4941
	0,610
	0,4350
	0,980
	0,0286

	0,250
	0,500
	0,620
	0,4276
	0,990
	0,0140

	0,260
	0,5053
	0,630
	0,4199
	
	


Додаток  В.  Десяткові  коди  країн, що  використовуються  при  штриховому кодуванні

	Країна
	Код  країни
	Країна
	Код  країни

	США, Канада
	00...09
	Китай
	690, 691

	Резерв  ЕАN
	20...29
	Норвегія
	70

	Франція
	30...37
	Ізраїль
	729

	Болгарія
	380
	Швеція
	73

	Словенія
	383
	Гватемала, Сальвдор, Гондурас, Нікарагуа, Коста-Ріка, Панама
	740...745

	Хорватія
	385
	Домініканська  Республіка
	746

	Боснія-Герцеговина
	387
	Мексика
	750

	Німеччина
	40...43
	Венесуела
	759

	Японія
	45,49
	Швейцарія
	76

	Росія
	460...469
	Колумбія
	770

	Тайвань
	471
	Уругвай
	773

	Естонія
	474
	Перу
	775

	Латвія
	475
	Болівія
	777

	Литва
	477
	Аргентина
	779

	Шрі-Ланка
	479
	Чилі
	780

	Філіппіни
	480
	Парагвай
	784

	Білорусія
	481
	Еквадор
	786

	Україна
	482
	Бразилія
	789

	Молдова
	484
	Італія
	80...83

	Гонконг
	489
	Іспанія
	84

	Великобританія та Північна Ірландія
	50
	Куба
	850

	Греція
	520
	Словаччина
	858

	Кіпр
	529
	Чехія
	859

	Македонія
	531
	Югославія
	860

	Мальта
	535
	Туреччина
	869

	Ірландія
	539
	Нідерланди 
	87

	Бельгія та Люксембург
	54
	Південна Корея
	880

	Португалія
	560
	Таїланд
	885

	Ісландія
	569
	Сінгапур
	888

	Данія
	57
	Індія
	890

	Польща
	590
	В’єтнам
	893

	Румунія
	594
	Індонезія
	899

	Угорщина
	599
	Австрія
	90, 91

	Південно-Африканська Республіка
	600, 601
	Австралія
	93

	остров Маврикій
	609
	Нова Зеландія
	94

	Марокко
	611
	Малазія
	955

	Алжир
	613
	Папуа-Нова Гвінея
	959

	Туніс
	619
	Періодичні  видання та  книжки
	977...979

	Фінляндія
	64
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